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MEMORIA ESTRATTA DA ALCUNE LEZIONI 

di CORRADO SEGRE, a Torino. 



Le dimostrazioni classiche delle forinole di Plùoker tra i caratteri di una 
curva piana algebrica consistono nel considerare le intersezioni di questa curva 
con la l a polare di un punto generico del piano, e con la curva Hessiana; e sì 
riducono a vedere quante di queste intersezioni cadano nei punti singolari della 
curva fondamentale. Perciò, volendole esporre con rigore, ed anche con riguardo 
a singolarità superiori di quelle solite, occorre da prima studiare la moltiplicità 
d'intersezione di due curve piane in un loro punto comune. Questa moltiplicità 

d' intersezione si può determinare in più modi: o direttamente, per mezzo del , 

risultante delle due curve, dalle cui equazioni si elimini una variabile; oppure \ 

sciogliendo le singolarità che le due curve hanno nel punto comune, per mezzo ! 

di trasformazioni Cremoniane (quadratiche, ad esempio) ; od ancora separando i 
vari rami o cicli dell'una curva che passano pel punto, e sostituendo le serie di 
potenze con cui essi vengon rappresentati analiticamente nell'equazione dell'altra 
curva ; ecc. Questi ultimi metodi sembrano i più rapidi e sicuri ; specialmente in 
casi un po' complicati, nei quali l'uso del primo metodo porterebbe a calcoli di 

VOL. XXXVI. l 



Digitized by 



Google 



X 2 )( 

una lunghezza eccessiva. All'opposto il 1° metodo ò più di retto, ed esige minor 
numero di cognizioni analitiche e geometriche ; sicché sembra il più opportuno 
per una prima trattazione, in scuola, dell'ordinaria teoria delle curve piane al- 
gebriche. 

In un corso sulle singolarità superiori delle curve piane algebriche svolto 
neir anno 1894-95, io ho appunto proceduto così : dopo d'aver studiate, per mezzo 
dei risultante, le moltiplicità d' intersezione di due curve, ne ho profittato per 
ricavare le ordinarie forinole di Plùoker-, poi son passato alle trasformazioni 
Cremoniane del piano, alla separazione dei rami o cicli per mezzo di esse, ed 
alla rappresentazione analitica dei rami stessi ; ed applicando infine quelle tra- 
sformazioni e gli sviluppi in serie che rappresentano i rami ho dimostrato le 
forinole che estendono quelle di PlUcker a singolarità qualunque. 

Qui riproduco, con qualche aggiunta e modificazione, la prima parte di quel 
corso. Ho solo soppresso alcuni sviluppi pei quali posso rimandare, senz' altro, 
ai classici trattati di Salmon, Cremona, Clebsch-Lindemann, ecc. ; mentre ne ho 
conservati altri, sebbene si riferiscano a cose notissime ed elementari, perchè 
mi pajono essenziali per ottenere un vero rigore nella trattazione, una piena 
esattezza nei risultati. 

Torino, settembre 1897. 

I. 

Intersezioni di due curve piane. Moltiplicità d'intersezione (*). 

1. Abbiansi in un piano due curve f,g, degli ordini n,m, rappresentate 
in coordinate omogenee di punti xyz dalle equazioni 

f= a + a t y + a 2 ,y 2 -f . . . + a n y n = 
g=% + $ iy + t 2 y*+ ...+^ = 0, 

ove a { indica una forma di x , z d'ordine w-t, e (3/ una forma delle stesse va- 
riabili d'ordine m—j. 

Eliminando y fra quelle equazioni si ha 
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(*) Cfr. Noether: Rationale Ausfilhrung der Operationen in der Theorie der 
algebrai8chen Functìonen (1883, Mathem. Annalen t. 23). 
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ove le linee (orizzontali) composte con le a sono in numero di m, e quelle com- 
poste con le p sono n. Si sa che la E = è condizione necessaria e sufficiente 
per l'esistenza di (almeno) un valore di y (finito od infinito) che soddisfi le due 
equazioni f=0 , g=0. Suppongasi, qui e nel seguito, che le soluzioni (xyz) comuni 
a queste equazioni siano in numero finito, cioè che le due curve f , g non ab- 
biano comune una parte (curva). In tale ipotesi, intendiamo che il punto fonda- 
mentale x—z=0 sia preso fuori dei punti comuni ad f e g } e anche fuori delle 
rette che congiungono questi punti a due a due. Allora ogni punto comune ad f e g 
avrà le coordinate x , z soddisfacienti l'equazione R=0 ; e viceversa ogni solu- 
zione {xz) di quest'equazione (diversa, s'intende, dalla soluzione ac=£-0), od in 
altri termini ogni fattor lineare di R, corrisponderà ad un solo punto comune 
a f j 9- Quindi i punti distinti comuni ad f , g saranno tanti quanti sono i fattori 
lineari distinti di R, cioè le soluzioni distinte dell'equazione R=0. 

Per determinare l'ordine di R, si consideri un termine qualunque (non nullo) 
dello sviluppo del determinante che rappresenta R: quello che proviene dal pren- 
dere dalle successive linee l a , 2 a , ... , (ra-hl) a , (m-f2) a , ... gli elementi di posti 
f "i j h j ••• yJi yJt i — » ( ove hh —JiJ* •■• sara una permutazione dei primi m -f n 
numeri naturali), cioè gli elementi 



n~ n% 



L'ordine di questo termine sarà 

{n - i x + 1) + (n - i 2 + 2) + . . . + (n - i m 4- m) 

+ (w— ;\ + 1) + (w-i a + 2) -r . . . + {m-j n + n) 

m(m + 1) n(n +1) (m + n)(m + n + 1 ) 
= wn+ — — + mn + — — -. 

= mn. 

E dunque mn l'ordine di R. 

In conseguenza il numero delle intersezioni (distinte) di f , g sarà mn, op- 
pure minore di mn : ciò a seconda che R ha mn radici o fattori lineari distinti, 
oppur no. — Invece di esprimersi così, si suol dire che le curve f , g hanno sem* 
-pre mn intersezioni, come R ha sempre mn fattori lineari : basterà, per potersi 
esprimere in tal modo, contare ogni punto comune ad f , g un conveniente 
numero I di volte, dicendo che I intersezioni delle due curve cadono in 0. La 
scelta che subito si presenta per questo numero I, cioè per la moltiplicità d'in- 
tersezione di f 7 g in un punto comune 0, consiste nell' assumerla uguale alla 
moltiplicità che ha per R la corrispondente radice (x , z), cioè all' esponente a 
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cui compare in R il corrispondente fattore lineare. Quella sarà per noi la defi- 
nizione della moltiplicità d'intersezione I. Diremo pure che le due curve hanno 
in un incontro I— punto. 

2. Per avere la moltiplicità d'intersezione di due date curve f , g , prive di 
parti comuni, in un loro punto 0, occorre dunque fissare nel piano un punto A 
che non sia comune ad f , g, né sia su alcuna retta congiungente due punti co- 
muni ; ed assunto A come punto fondamentale delle coordinate cc=z=0, formare 
la risultante R delle equazioni di f e g } proveniente dall'eliminazione di y: ossia, 
in termini meno precisi, determinare nel fascio A il gruppo R=0 delle rette che 
projettano le intersezioni di f e g. La moltiplicità in R di quel fattore lineare 
che rappresenta la retta AO dà la moltiplicità d'intersezione in di f e g. 

È facile vedere, e risulterà indirettamente da quanto diremo fi*a poco, che 
quella definizione è invariantiva, non conduce a risultati diversi se si muta il 
sistema di riferimento, e quindi anche il punto A: purché sempre A soddisfi le 
condizioni che abbiam dette. 

Si ottiene spesso qualche abbreviazione nella scrittura togliendo l'omogeneità 
alle formole, ponendo cioè z=l, il che equivale a scrivere x e y al posto dei 
rapporti (coordinate non omogenee) x : z e y : z. Allora R diventa un polinomio 
nella sola variabile x. E la moltiplicità d'intersezione di f } g nel punto 0, esterno 
alla retta 2=0 ed avente le coordinate (non omogenee) x y , sarà la moltiplicità 
della soluzione x=x nell'equazione R=0. Così se viene assunto come punto 
fondamentale (origine) x=y=0 } la moltiplicità d'intersezione di f e g in sarà 
l'esponente a cui compare la variabile x come fattore in R, cioè l'esponente del 
termine di grado più basso del polinomio R. 

Una delle due linee date sia una retta ; sicché si tratti della moltiplicità di 
intersezione nel punto 0, origine, di una retta y = Xx con una curva f } la cui 
equazione abbia come termini del minimo ordine in xy termini d'ordine s (>1), 
cioè 

f= <? t (xy) + <? 8+l (xy) + . . . + ? n (xy) 

ove le 9 sono forme binarie degli ordini indicati dai loro indici. In questo caso 
si otterrà R con la semplice sostituzione di y=lx in f. Si vede cosi che la mol- 
tiplicità d'intersezione in di f con una retta generica passante per è *; ed 
è maggiore di s solo per quelle rette che verificano 1' equazione y a (wy) = 0. Si 
dice che è 8— pio per /", e che le rette <f s ne son le tangenti. 

3. Alcune proprietà del risultante di due forme binarie danno utili propo- 
sizioni sullo moltiplicità d'intersezione delle curve. 

Per ottenere rapidamente quelle proprietà conviene adoperare l'espressione 
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del risultante, non in funzione dei soli coefficienti, bensì in funzione delle radici 
di una delle due forme binarie (*). Conservando le notazioni del n. 1, cioè 

f = a tì + a, y + . . . + a n y n 

g=Z + $ l y + ...+$ m y m ì 

e chiamando y 1 , y t , . . . y n le n radici y dell'equazione ^- 0, si ha pel risul- 
tante E di f e g l'espressione 

R = (-l) mn « n m g(y l )g(y 2 )...g(y n ). 

Ciò posto, se questa si applica, supponendo che g sia il prodotto di due o più 
forme g' , g" , ... , essa dà subito che : « il risultante di f e del prodotto g'g".*. 
è uguale al prodotto dei risultanti di f e g\ di f e g" , . . , ». Se invece la si 
applica a formare il risultante di f e Xf+pigr, dove X, pi sono polinomi in y di 
ordini p — n , p — m, si ottiene che questo risultante è 

i-W**S i»(yi)^(yi)..-i*(yjff(^ 

= (-l)™ « n m 9 (Vi) • • • *(y*> X (-1)*^» a/"» ix (yj . . . |*(y„) , 

cioè : « il risultante di / e If -f \ig è uguale al prodotto del risultante di f e g 
pel risultante di f e pi ». 

Ritornando ora alle curve, e basandoci sulla definizione data della molti- 
plicità d'intersezione, deduciamo le proposizioni seguenti : 

In un punto comune a due curve f , g , Vuna delle quali, per esempio g, si 
componga di due o più parti (distinte o no), la moltiplicità d'intersezione di f 
e g è uguale alla somma delle moltiplicità d f intersezione, in quel punto, di f con 
le singole parti nominate di g (**). 

Se f , g , X , pi sono forme qualunque in coordinate di punti, tali che i pro- 
dotti Xf e pig sian dello stesso ordine, la moltiplicità d'intersezione delle due curve 
f , g in un punto comune è uguale alla differenza fra le moltiplicità a" interse- 
zione, nel medesimo punto, di f con la curva Xf + pig , e di f con la curva pi. 



(*) Dimostrazioni razionali (cioè senza ricorrere alle radici) delle proprietà me- 
desime si posson vedere nel § 11 delle Vorlesungen Uber Invariantentkeorie, I Band, 
del sig. Gordan. 

(**) S' intende che la moltiplicità d' iutersezione di due e urve in un punto che 
non sia comune ad entrambe va posta uguale a zero. — E così pure, nel seguito, la 
moltiplicità d'intersezione di due forme di cui una si riduca ad una costante non 
nulla sarà da porsi uguale a zero. 
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In particolare: se f , g sono curve di ordini n , m , ove m > n , e X è una 
forma d'ordine m — n, la moltiplicità d'intersezione di f , g in un dato punto è 
uguale alla moltiplicità d'intersezione^ nel medesimo punto, di f e g + Xf. 

4.. Consideriamo, insieme con la curva f d'ordine n, un sistema lineare di 
curve d'ordine m : Ig + Xj # t 4- . . • , ove X , X t , . . . sono i parametri del siste- 
ma. Sia un punto di f } pel quale passino le curve g, g x , . . . : per passerà 
pure ogni altra curva di quel sistema. Supporremo che né f nò una sua parte 
sia contenuta in tutte le curve del sistema. Formiamo la risultante, rispetto alla 
variabile y, delle due forme / e \g + l 1 g l -f . . . ; la indicheremo ancora per 
brevità con R. Sarà evidentemente una forma d'ordine mn delle variabili x, z, 
nella quale i coefficienti saranno a loro volta forme di grado n dei parametri 
X , X t , . . . Se il punto è l'origine , a, = sarà una soluzioue dell' equazione 
R = , qualunque siano X , \ , . . . ; per conseguenza nella forma R il termine 
che contiene x coll'esponente più basso lo conterrà con un esponente I > 0, sarà 

I mn— I 

x z moltiplicato per una certa forma di grado n di X , X, , . . . . La mol- 
tiplicità d'intersezione, in un punto 0, della curva f con la curva generica di 
un dato sistema lineare \g + \ g v + . . . ha un valore I ben determinato : si avrà 
in una moltiplicità d'intersezione con i maggiore di I solo per quelle curve 
del sistema lineare i cui parametri annullano una certa forma. — Non sono tutte 
le curve che annullano quelle che danno una moltiplicità d'intersezione > I. 
Se è «-pio per /, e l'asse x-Oè stato scelto in modo che tagli / fuori di 
in n - s punti distinti, i quali non siano punti base pel sistema lineare dato, 
la 6 è anche annullata da quelle curve del sistema le quali passano per uno 
di quegli n — s punti. Solo dividendo b per le n — s forme lineari di X , \ , . . . 
che col loro annullarsi esprimono questi passaggi si ottiene la forma, che, ugua- 
gliata a zero, dà le curve del sistema aventi in con /più che I intersezioni. — 
Il sistema lineare d'ordine m sia un fascio: lo rappresenteremo (togliendo, 
per brevità di scrittura, V omogeneità, nelle coordinate e nei parametri) con 
g-h\^g v L* equazione R=0 è divisibile per x : fatta la divisione, rimane come ter- 
mine indipendente da x un polinomio in ja. Consideriamo una di quelle curve del 
fascio che annullano questo polinomio senza passare per altri punti comuni ad f 
e alla retta #=0: una curva cioò che abbia con f in più che I fntersezioni. 
Possiamo, per brevità ancora, supporre che sia la curva g } cioè la curva del 
fascio per cui jjl=0. Per questo valore di [x la funzione R : x verrà ad esser di- 
visibile ancora per una certa potenza x l di x : sicché R è divisibile per x , sono 
I-f-t le intersezioni in di f e g. Ora un noto teorema di Cauchy (della conti- 
nuità delle funzioni algebriche) (*) applicato all'equazione R : x ~0 fra x e |A, la 



(*) Cfr. ad esempio Briot et Bouquet: Théorie des fonctt ons élUptiques ì 2 e ed., 
pag. 31 ; Jordan: Cours d'analyse, 2 e ed., t. I, pag. 342. 
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quale per pi=0 ammette x=0 come soluzione «—pia ci dice, che, se |x si prende 
convenientemente piccola in valor assoluto (modulo), quell'equazione ammetterà 
delle soluzioni x piccole in valor assoluto quanto si vuole. Queste soluzioni cor- 
rispondono a punti comuni ad f e gv \^g x , i quali tenderanno verso col dimi- 
nuire di jji : giacché per ipotesi f e g non hanno altri punti in comune sulla retta 
x=0. Dunque : se le curve generiche di un fascio hanno con f in la moltipli- 
cità d'intersezione I, mentre una curva particolare g del fascio ha in con f 
moltiplicità d'intersezione maggiore di I, una curva del fascio abbastanza pros- 
sima d g avrà una o più intersezioni con f diverse da ma prossime quanto 
si vuole ad 0. In questo enunciato, col dire che due curve dello stesso ordine 
sono abbastanza vicine intendiamo dire che, dopo moltiplicata, se occorre, l'una 
di esse per un conveniente fattore, le differenze tra i coefficienti omologhi delle 
due equazioni hanno i moduli minori di un conveniente limite. — Ponendo una 
certa condizione, possiamo precisare meglio. Supponiamo che, dopo tolti da R, 
mediante divisione, tutti i fattori che dipendono dalla sola x e non da pi (rap- 
presentanti quei punti che stanno su /e su tutte le curve del fascio), il discri- 
minante della nuova funzione di x non sia nullo identicamente: basterà perciò 
che vi sia una curva del fascio, la quale, fuori dei punti base, incontri f in 
punti tutti distinti (*). Allora il teorema sulle funzioni algebriche già adoperato 
dà un risultato più preciso: poiché per [A = 1' equazione che noi consideriamo 
ha la soluzione ac=0 come i-pia, per [a abbastanza piccola in valor assoluto essa 
ammetterà esattamente % diverse radici x di modulo minore di un limite dato ad 
arbitrio, purché convenientemente piccolo. Dunque, nella fatta ipotesi, potremo 
dire che: se la curva particolare g del fascio ha in con f la moltiplicità d'in- 
tersezione 1+i , una curva del fascio abbastanza prossima a g avrà precisamente 
i intersezioni con f, distinte fra loro e da 0, prossime quanto si vuole ad 0. 

Tutto ciò vale anche se 1=0. Ne possiamo trarre una nuova definizione per 
la moltiplicità d'intersezione i di due curve, f d'ordine n, e g d'ordine m, in un 
punto comune 0: nell'ipotesi che l'una di esse, ad esempio f, sia priva di parti 
multiple, e non abbia alcuna parte comune con F altra. Un fascio generico di 
curve d'ordine m, nel quale stia g, sarà tale che la curva generica del fascio 
taglierà / in mn punti, tutti distinti e variabili: invero f è così incontrata , ad 
esempio, da una curva d'ordine m composta di m rette convenienti (non passanti 
pei punti multipli di f, né tangenti ad f, né incrociantisi su f). Quel fascio d'or- 
dine m è dunque nelle condizioni dianzi supposte. Inoltre ò qui 1=0, perchè 
non è punto base del fascio. Abbiamo dunque la proposizione seguente : Sia i 
la moltiplicità d'intersezione in un punto di due curve f , g degli ordini n,m> 
tali che f, ad esempio, non contenga parti multiple, né abbia parti comuni con g 



(*) Si potrebbe dimostrare, ma ciò esigerebbe qualche considerazione un po' più 
lunga — e d'altronde non ci occorre qui — , che questa condizione è sempre soddi- 
sfatta se f non ha componenti multiple. 
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una curva d'ordine m, abbastanza prossima a g, e generica, vale a dire tale che 
tagli f in mn punti distinti fra loro e distinti dai punti comuni ad f e g, avrà 
precisamente i di queste intersezioni con f prossime quanto si vuole .ad 0. — 
Questa proposizione inette bene in chiaro la natura geometrica, invariantiva, di 
quel numero che abbiam chiamato « nioltiplicità d'intersezione » ; e dà ragione 
di questo nome. 

II. 
Determinazione della moltiplicità d'intersezione in alcuni casi. 

5. Occupiamoci della moltiplicità d' intersezione delle due curve f , g nel 
punto 0, supponendo che questo sia «—pio per f ed r— pio per g. Assunto come 
origine, dovranno tutti i termini di / contenere x , y almeno a grado s ; per 
conseguenza la a t del n. 1 quando i<s conterrà il fattore or 8- '. Similmente la B,- 
per j<r conterrà il fattore x r ~ j . La moltiplicità d'intersezione in di f e g è 
data dall'esponente della potenza di x che entra come fattore nel determinante 
R del detto n. I. Per ottenerla moltiplichiamo le prime r— 1 linee (orizzontali) 
di quel determinante rispettivamente per x r ~ l , x r ~ 2 , ... , x , e le *— 1 linee di 
posti (w+1) , (m+2) , ... rispettivamente per x s ~ l , x 8 ~* , ... , x. Con ciò la la co- 
lonna (linea verticale) diventerà divisibile per ac r+s " 1 , la 2 a colonna per ac r+ *~ 2 r .., 
la (r+«— l)ma per x. Ne segue che R contiene x a potenza almeno uguale a 

(r+*)(r + « — 1) _r(r— 1) s(s— 1)_ ^ 
2 ~2 ~~ — 2 *■ r8 ' 

Dunque: la moltiplicità d'intersezione in un punto è maggiore od uguale ai pro- 
dotto delle moltiplicità che nel punto hanno le due curve. 

6. Importa stabilire in quali casi quella moltiplicità d'intersezione di f e g 
sarà maggiore del prodotto rs. A tal fine ci serviremo di un procedimento do- 
vuto al sig. Voss (*). 

La detta moltiplicità d'intersezione è maggiore di rs quando nel polinomio R 
è nullo il coefficiente del termine in x r$ . La questione si riduce dunque a calco- 
lare questo coefficiente. Ora ciò si può fare nel seguente modo. Si operino nel 
determinante R le moltiplicazioni e divisioni, indicate dianzi (n. 5), di linee e 
colonne per potenze di x, il cui effetto sarà di dividere R per x r * ; indi si ponga 
nel risultato x=0 : si avrà così il coefficiente cercato. 



(*) V. a pag. 533 del t. 27 (1886) dei Mathein. Annalen. (Tengo conto anche 
di una piccola semplificazione indicata dal sig. Noether a pag. 144 del t. 40 degli 
stessi Annali). 
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Riscriviamo il determinante R, separandone le linee in quattro gruppi, (1) 
di r linee, (2) di m-r } (3) di «, (4) di n—8\ e le colonne in due gruppi, cioè 
(I) di r+8 7 (II) di m+n-rs; cosi: 







(I) 




(li) 




R = 


«0 


«1 • 


• • a r-i-!-l 


a r+s 


a r+«+l 


... 







«0 • 


• • *r+»-S 


°Wj-1 


a r+» 


. . . 


(1) 



















. . 


• «. 


a *+l 


a «+2 


... 







. 


• • a $-x 


a. 


a «+l 


. . . 







. 


• «.-« 


«•-1 


«3 


... 


(2) 


• 


• 


• 


• V 


• 


• . 







. 


• 


PrM 


(Ws+l 


• a » 




Po 


Pi . 


• • Pr+»-l 


. . . 







Po • 


• • °r+«-I 


Pr + -1 


Pr + s 


. . . 


(3) 



















. . 


• Pr 


Pr+1 


Pr 


. . . 







. , 


• Pr-1 


Pr 


Pr + l 









. . 


• Pr-2 


Pr-X 


Pr 


. . . 


(*) 














• Pm 



scrivendo a r+4 ,... s'intende che quando venisse una a con indice >n, sarebbe un 
simbolo che sostituisce lo zero ; e analogamente per le £. — Mettiamo ora in evi- 
denza nelle a e (J i termini più bassi rispetto ad x ; sia cioè, ordinando secondo 
le potenze crescenti di x (e ponendo per brevità z = 1), 

per t<* , a t = ap?"* + . . . 

t > * , fltf = a,- + • . . 

j<r, $j = bjX r -i+ . . . 

J> r ; Pj = &/+ • • • , 

e vediamo che cosa diventano queste quantità nei singoli posti che occupano nel 

determinante R, quando su questo si facciano le operazioni che abbinili dette. 

La Of (dove i si prende ad arbitrio) sta in ogni linea dei gruppi (1) e (2). Con- 

vol. xxxvi. 2 
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sideriamola nella A:— esima linea di E : sarà evidentemente nell'incontro di questa 
con la colonna (i-f fc)-esima. Supponiamo da prima che questa faccia parte del 
gruppo di colonne (I) : sarà dunque t+fc<r+s. Allora se k>r, cioè se l'elemento a t - 
si prende nella regione (12) del determinante R, sarà i<s ; e poiché quell' ele- 
mento non subisce allora altre operazioni che la divisione per af +$ ' i ' k , dopo di 
questa conterrà ancora x a potenza (*— i)— (r+s— ì— h)=k— r, che è per ipotesi >0: 
dunque facendo poi <r=0 esso svanirà. Svaniscono dunque tutti gli elementi della 
regione (12). —Invece se k<r, cioè se a { si prende nella regione (II), essa viene 
prima moltiplicata per af~ k e poi divisa per ac r + 4 -'-* : in conclusione rimane di- 
visa per #*"*. Quindi, se %<s 1 posto x=0, rimarrà in quel posto a { 5 e se invece 
i>8 la divisione per oc?'* fa si che, ponendo poi a?=0, quell'elemento si annulle- 
rà. — Analogamente : nella regione (14) tutti gli elementi svaniranno; e nella (13) 
rimarranno solo, e saran da sostituirsi con bj , quelle fa che hanno l'indice j<r 
(al posto delle altre si metteranno degli zeri).— Venendo al gruppo di colonne II, 
e più precisamente alle regioni (112) , (114), i cui elementi non hanno subito né 
moltiplicazioni né divisioni per potenze di ac, quando vi si ponga x=0 le a t di- 
verranno se i < 8 e si ridurranno ad a t - se i > s \ ed analogamente per le £,-.— 
Sviluppando ora il determinante R così modificato, secondo i determinanti d'or- 
dine r+8 e m+n—r—8 estratti rispettivamente dai gruppi di colonne (I) e (II), 
l'unico determinante non nullo che si avrà dalle (I) sarà quello che proviene 
dalle linee (1) e (3) : e si conclude che il coefficiente del termine in x r * nel po- 
linomio R di x è 



a a 1 . . . a 8 ... 
a . . . a,_! a $ . . . 

0. . • *. 
60 b t • . . 
60 . .0 

0. . b r 


X 


a t a s+l • • • a n ... 
<* 8 • • • «»-t a n . . . 

. . . a n 
b r b r+l ... 
b r . . . 

. . . b m 



Ora il lo di questi determinanti è il risultante delle equazioni 
<p, == a^ 8 + a^' l y + . . . + a 8 y* = 
<|/ r = b(flf + \x r ' l y + . . . + b r y r = , 

le quali rappresentano (n. 2) i gruppi delle $ ed r tangenti in ad f e g\ il 
suo annullarsi significherebbe dunque che queste curve hanno una tangente co- 



Digitized by 



Google 



)( il X 

muno in O. Ed il 2° determinante è il risaltante delle equazioni 

«, + W+ • • • +a*y n " 4 =o 
*v + W + • • • +&«y m " r = o, 

le quali determinano le intersezioni di f e g con la retta oc = 0, dalle quali sia 
tolto il punto contato rispettivamente 8 ed r volte. Per l'ipotesi (n. 1) che il 
punto fondamentale A non stia su alcuna retta congiungente due punti comuni 
ad f e ò, quest'ultima coppia di equazioni non può ammettere una soluzione y 
comune, all'infuori eventualmente della soluzione y-0, che si avrebbe nel caso 
che la retta x = fosse tangente in ad ambe le curve. Del resto, per poter 
d'or innanzi dire che quel 2° determinante è essenzialmente diverso da zero , 
converremo che il punto fondamentale A sia preso fuori delle tangenti comuni 
ad f e g in : sicché la retta x—Q non sarà mai fra queste tangenti.— Conclu- 
diamo finalmente: La condizione necessaria e sufficiente perchè la moltiplicità 
d'intersezione delle due curve nel punto O, v~plo ed s— pio per esse, sia maggiore 
del prodotto rs, è che le curve abbiano ivi almeno una tangente comune. 

7. Poniamo ora che effettivamente f e g abbiano comune una tangente t in 0. 
Si tratterà, in questo n.° e nei seguenti fino al n. 12, di applicare procedimenti 
simili a quelli dei n. 1 5 e 6 alla determinazione delia moltiplicità d'intersezione 
di f e g in 0, in vari casi. 

Da prima introduciamo solo la considerazione di un numero 7i>l, tale che 
la tangente t abbia in con f e con g delle moltiplicità d'intersezione rispetti- 
vamente >s\-h e >r+h. Assunta la t come asse y=0, quell'ipotesi equivarrà a dire 
che oìq contiene come divisore non solo x* ma x*"* n , e che similmente p contiene 
il fattore x r + h ; ossia che son nulle le costanti a e b 0) e si ha 

a = ax* + *+ . .. 
pò = bar +h + . . . 

Operando allora sul determinante II come s'è fatto al n. 5 si ottiene negli ele- 
menti della l a colonna la x elevata a potenza superiore di h a quella che si 
veva allora. Dunque : la moltiplicità d'intersezione di due curve in un punto 
r—plo ed &—plo per esse y con una tangente comune ad incontro almeno (T+h)'punto 
ed (s+h)-/?wn<o, è maggiore od uguale a rs + h. 

Per vedere poi quando è che quella moltiplicità è maggiore di rs-\-h } ope- 
riamo come al n. 6, con la sola modificazione di dividere la 1* colonna per 
a: r+f+ *~' 1 anzi che per af**' 1 . Allora come coefficiente dì x r ** k nel polinomio R 
si ottiene quello stesso prodotto di due determinanti che nel n. 6 si era trovato 
come coefficiente di x rs : con la differenza che ora nella 1* colonna del 1° de- 
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terminante in luogo di a e 5 si dovrà scrivere a e b (mentre nelle altre a e 
b Q assumono il valore zero). Il 1° determinante é dunque 



a a l 


«» 


a s . . . 


= <ad, 


- aj6) X 


«i 


a, 


. . . 





«i 


a 2 . . . 









«i 


. . . 








a, ... 









. 


• . a t 








... a, 






&i 


b t . 


. . 


6 b t 


*s 


b s . . . 









h • 


. . 





&i 


6, ... 


















&! ... 









. 


. . b r 








. . . b r 





ossia e uguale al prodotto di (ab l - a t b) pel risultante di 

a x x*' 1 + a % x 9 ' 2 y + . . . + a s y 8 " 1 = , 

b x x'' 1 + ò* fc r -*y + . . . + b r y r ~i = , 

cioè dei due gruppi di *— 1 ed r— 1 tangenti in ad f e g, che rimangono to- 
gliendo (una volta) la t dai gruppi <p s e <|/ r di s ed r tangenti. Quanto al 2° dei 
determinanti su nominati esso rimane quale era nel n. prec. ; e quindi , come 
vi si disse, essenzialmente diverso da zero. Concludiamo che ; la moltiplicità 
d 'intersezione è superiore ad rs + h: 1°) quando coincidono una delle s-1 tan- 
genti in ad f che rimangono oltre alla t ed una delle r— 1 tangenti in a g 
che rimangono oltre alla t ; 2°) quando, assumendo come origine e la tangente 
t come retta y=0, cosicché le equazioni delle due curve, ordinate secondo le po- 
tenze crescenti delle variabili, siano 



si abbia 



f = ax 8+ * + . . . + yfox*- 1 + ...) + 
g = bx r ^+... + y(b 1 x''~ 1 + ...) + 

ab 1 -a 1 b = 0. (*) 



(*) Questa relazione tra i coefficienti delle due curve, e così altre che incon- 
treremo poi, esprimono dei contatti superiori (osculazioni) che hanno luogo fra quei 
rami (o cicli) delle curve f e g i quali son tangenti in a t. 



Digitized by 



Google 



)( 1.3 )( 

Merita di esser rilevato il caso seguente, che ci si presenterà nelle applica- 
zioni. Se a = e b non è , la condizione àb t — a x b = si riduce ad a v = 0. Ora 
a =0 significa che f e t hanno in moltiplicità d'intersezione maggiore di s+h ; 
mentre a x = significa che t assorbe due (almeno) delle s tangenti in ad f. 
Dunque : se O è &-plo per f, r-plo per g, e t ha in moltiplicità d'intersezione 
r + h con g, e > s + h con f, la moltiplicità d'intersezione in di f con g è 
maggiore di rs +. h solo quando una delle s — 1 tangenti in ad f che rimangono 
oltre alla t sia pur tangente in a g : iti particolare quando t assorbe due 
almeno) delle s tangenti in ad f. 

Cosi se * = 1, / avrà come unica tangente la t, e la moltiplicità d' interse- 
zione di f e g nelle fatte ipotesi non potrà essere maggiore di r + h. Ponendo 
r + h = &, l'ipotesi che la moltiplicità d'intersezione in di / e J sia > « -f A 
risulterà certo soddisfatta, se supporremo che la detta moltiplicità d'intersezione 
sia > k. Adunque : se la curva g passa per con moltiplicità qualunque, aven- 
dovi incontro la-punto con la retta t, mentre la curva f passa semplicemente per 
0, avendovi incontro piU che k— punto con la tangente t, la moltiplicità d'inter- 
sezione di g , f in sarà esattamente k. 

« 

8. Abbiamo osservato or ora che: se la tangente comune t ad f e g nel 
punto O «-pio , r— pio, ha ivi incontro (r -f- 7i)-punto con #, ma più che (s + 7i)- 
punto con /", ed inoltre assorbe almeno due delle s tangenti ad f in , allora 
le intersezioni in di / e g saranno almeno rs\-h+l. Esaminiamo ora in quali 
casi queste intersezioni in siano in numero maggiore di quello. 

Le ipotesi fatte per la tangente t di f equivalgono a mettere nel n<> preced. 
a = , a x = 0. In conseguenza poniamo : 

a = a 1 x 8 + h+i + . . . , «j = a\ x* + . . . , 

conservando pel resto le notazioni di prima. Si facciano ora nel determinante 
R le stesse moltiplicazioni di linee per potenze di x che si fecero al n.5 : col 
solo divario, che la linea di posto m + 1 si moltiplichi ora per x 8 anzi che per 
a,*' 1 . Diventerà allora la l a colonna divisibile per x r **+ h (anzi che per a: r+4 ~ 1 ) , 
la 2* per aT+*~ l (anzi che per x M ~\ e poi le altre colonne per le stesse po- 
tenze di x come al n.5. Eseguite quelle divisioni, e posto poi x = } si ha, ope- 
rando come ai n. 1 6 , 7 , che il coefficiente di ac r,+ * +1 in R, è il prodotto di un 
determinante essenzialmente diverso da zero pel seguente determinante (d' or- 
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a, 
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o, a 4 

a, a, 

a, 







&! 

fcc* -1 6 X 






















»4 

b. 

















b r 

Questo, sviluppato secondo le prime tre colonne, risulta uguale al prodotto di 

a t b s a^- 1 + b 1 (a'b 1 - a\b) 

pel determinante risultante di 

a s x'-« + a 3 x*-> y + . . . + a, y'' 1 = , 



& 1 x r - 1 + &,x r -*y+ ...+ b r y [ 



r-i — 



0, 



cioè risultante dei due gruppi di s - 2 ed r — 1 tangenti in ad / e g, che ri- 
mangono togliendo t due volte dal gruppo delle s tangenti ad f , e una volta 
dal gruppo delle r tangenti a g. Dunque: Se le due curve f, g hanno comune, 
nel punto $~plo , v—plo , una tangente t, la quale abbia con g in incontro 
(r + hypunto e conti fra le r tangenti di g in solo una volta, mentre abbia in 
con f incontro piii che (s + hypunto, ed inoltre conti due volte almeno fra le 
s tangenti ad f ; la moltiplicità d'intersezione di f e g in sarà almeno uguale 
a rs + h -f 1. E sarà maggiore solo nei casi seguenti : i°) quando f e g abbiano 
comune un'ulteriore tangente in O. 2°) se h = 1, sicché 

f = a' x l+2 + . . . + y(a' t x* + ...) + y 2 (a, x 8 ' 2 + .„)'+ 

g = bx r+1 + . . . + y(\ x'- 1 + . . .) + , 

quando sia soddisfatta la condizione 

a 2 b 2 -a' 1 bb, | a'b^O. 
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3°) se h > 1 , sicché 

f ==a'x* +,l+1 + . . . +y(a' lX 8 + ...) + 

gssbx't* -f . . . + y(b t x'" 1 4- . . .) -h , 

quando sia 

a' b t - a'j b = 0. 

9. Possiamo, sempre seguendo lo stesso metodo, ottenere una proposizione 
più generale di quelle stabilite al n. 7. Supponiamo cioè , non solo , come ivi 
s'era fatto, che le due curve / , g abbiano comune la tangente t (y - 0) , per 
modo che le moltiplicità d'intersezione in di / e g con t siano maggiori od 
uguali a 8 + h ed r + h ; ma, di più, che t conti fra le s tangenti di f in e fra 
le r tangenti di g in un certo numero di volte, maggiore od uguale a t : sic- 
che le forme <p, e <J/ r siano divisibili per y (ed è t < r , *). Sarà allora da porre 
nel n. 6 

a o = a i — • • • = a f _! = 
b = b t =... = 6 r-1 = 0; 

ossia, oltre alle ipotesi del n. 7 

a = ax*+ h + . . . 

p sstar**+... f 
avremo ora, se si esclude il caso di x = 1 già trattato nel n. 7 , 

per < i < t a { = a', x*~ i+1 + . . . 

per < j < t /*/= &!/ a^'* 1 + • . . , 

mentre poi per i valori di i ej che sono >x adoperiamo ancora le espressioni 
(primi termini) di a { e fy date nel n. 6. Nel primitivo determinante R si avrà 
cosi la prima colonna col fattore x a potenza superiore di h unità, e poi le suc- 
cessive colonne fino alla T-esima (inclusa) col fattore x a potenza superiore di 
un'unità , rispetto a quelle che si avevano ai numeri 5 e 6. In conseguenza , 
mentre allora si trovava in R il fa 
almeno alla potenza rs + h + - - 1. 
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Ma è facile riconoscere che se, oltre ad essere i > 1, è anche h > 1, come 
per ora supporremo, in R entrerà x a potenza rs + h -f t. Basta perciò modifi- 
care lievemente le moltiplicazioni adoperate nel n. 5 delle linee di R : molti- 



plicare cioè le prime r — l linee rispettivamente per x r , x 



r-ì 



~r-3 



7 x e le 



8 — 1 linee di posti (wi +1) , (m + 2) , . . . per x* , x*~ 2 , se*"" 3 



, ,.. , x. In tal modo 
la 1» colonna diventa divisibile per <c r+l+ *, la 2* per x r+ * (mercè V ipotesi che 

sia h>l), la 3» per as r+4 " 2 , . . . , la i-esima per x , la (t -}- 1)— esima per 

r+8-i . , rtN . , , , t r+s— t— 2 , , 

x ;e poi la (t + 2)— esima isolo ipiù per x , la (t + 3) — esima per 

pA.g—1 3 

x , . . . , la (r + 8 — 1)— esima per #. Si vede così che effettivamente R 

nel caso attuale è divisibile per x 

Per determinare poi il coefficiente del termine di grado rs+ft+T in R, fac- 
ciamo le moltiplicazioni di linee e divisioni di colonne per potenze di x 7 ora 
indicate ; indi poniamo x=0. Accadrà anche questa volta , come al n. 6 , che 
tutti gli elementi delle regioni (12) e (14) svaniranno. Per conseguenza il coef- 
ficiente cercato risulterà ancora come prodotto di due determinanti: di cui l'uno, 
composto con le due regioni (112) , (114), i cui elementi non hanno subito modi- 
ficazioni di sorta, non può annullarsi (come si disse al n. 6); e V altro, d' ordine 
r + * , sarà : 



a a\ 







aa/ 1 ' 1 a\ a' 2 a' 3 . 

a', a' 2 . 

a\ . 

0. 

b b\ . 

te*- 2 b\ b\ b\ . 

b\ b\ . 

b\ . . 







T— 1 T T-fl T-f-2 



T-2 



a 



T-fl 



a ' a 

t~8 ' 



. K 
. &' T _3 b z 







. . 



. . 

. . 

. . 

. . 

. .a, 

. . 

. . 

. . 



*>r 
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Per sviluppare questo determinante occorre distinguere due casi, secondo che 
t è maggiore od uguale a 2. 

Sia x > 2. Allora, sviluppando anzitutto secondo i determinanti estratti dalle 
colonne i a , 2 a , 3 a , (t+2) - esima, si ha (astraendo dal segno) : 
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a' t 


A 


... a' „ 
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. . .0 
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Si sviluppi poi questo nuovo determinante secondo i determinanti di 2° ordine 
estratti- dalle colonne l a e (t— l)-esima, il che dà il fattore (a' f 6 T -ax&'i); P°i 
secondo quelli estratti dalle attuali colonne 2 a e T-esima, il che dà una seconda 
volta quel fattore; poi secondo quelli estratti dalle colonne 3 a e (x -t- 1)— esima; 
e cosi via, fino allo sviluppo secondo le attuali colonne di posti (t-2) e 2(t-2), 
il che dà una (t— 2)— esima volta quello stesso fattore {a\ & T — a T &' f ). Si ottiene 

così (ab , ì —a i b)X(a\b T — a x b , ì y~ l moltiplicato pel determinante d' ordine r+#-2- 



a a , i a . « 



T+l 



T + l 



^+2 



T-fl 
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che è il risultante dei due gruppi dij(*-x) ed (r-x) tangenti ad f e g in 0, che 
rimangono togliendo la t contata x volte dai grappi 9, e 4 r di s ed r tangenti. 
Sia invece x = 2. Allora lo sviluppo del determinante primitivo secondo le 
prime quattro colonne risulta uguale al prodotto di 

a**"* (db t -- a 2 &)* - (ab\ - a\ b) (a\ b % - a 2 b\) 

pel determinante risultante ora scritto (nel quale si ponga x = 2). Quindi : se 6 
h > 2 non si avrà nessuna modificazione essenziale nel coefficiente che si tratta 
di esaminare in R, lo si otterrà cioè dal caso precedente ponendovi x = 2 ; ma 
se invece è h = 2 , si ottiene in quel coefficiente il seguente fattore, al posto di 
quelli che si avevan prima : 

{ab % — ajb) 1 — (àb\ — a\b) (a\b % - a 2 ò',). 

Concludiamo la seguente proposizione : 
Le due curve f , g abbiano nel punto s—plo 9 r—plo una tangente comune 
t, la quale nel numero complessivo, s od r, deZZe tangenti in con^ì almeno x 
«oZ£e 7 essendo x > 1 ; e Za quale inoltre abbia con f e g, weZ punto 0, moltiplicità 
d'intersezione almeno uguale ad s+h, ed r-hh, essendo h>l> La moltiplicità d' in- 
tersezione di f e g in sarà maggiore od uguale a rs +• h f x. /Sfora maggiore 
solo nei casi seguenti : 1°) Quando si abbia un'ulteriore coincidenza di una tan- 
gente in ad f co» una tangente in a g. — 2°) Quando, assunto come origine 
e t come retta y = 0, sicché le equazioni delle due curve, ordinate secondo le po- 
tenze crescenti di y e {subordinatamente) di x 7 siano 

f = ax a+ * + . . . + y (a',x 8 + ...) + y 1 (a 1 ,* 1 " 1 + ...)+ 

+ y T ~ 1 (* F T-, x f ~ T ** + ..-> +y T (a r * , - T + ...) + 

g = bx^ + ... + y(b' l x r + ...) + y 2 (V 9 ^ r - 1 -f...) + 

+ Y"" 1 (V x _ 1 x r - T+2 +...)+y T Cb x x r - T + ...) + , 

risulti verificata Vuna V altra delle relazioni seguenti : 

ab', - a' f b = 

a'^-fcpb'^O, 

purché però non siano in pari tempo x ed h uguali a 2. — 3°) Quando x = h = 2 
ed inoltre, conservando le notazioni precedenti, ha luogo la relazione : 

(ab 2 -a 2 b) 2 - (ab', - a' t b) (a\ b 2 - a 2 b\) = 0. 
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10. Esaminiamo ora il caso che sia fc==l, con t qualunque. Facendo le stesse 
moltiplicazioni che si sono adoperate nel precedente n° 9 di linee di R per po- 
tenze di Xj diventa la 1* colonna divisibile per a? r+i+1 , la 2 a per oc r+8 ~ 1 (anzi che 
per fic r+s ), e poi la 3* per x r *'~ 2 e così via, come nel n. 9. Eseguendo queste di- 
visioni, indi ponendo ce = 0, si ha che il coefficiente del termine più basso in R, 

cioè del termine in x r *"*" T , è uguale al prodotto di un determinante, non nullo, 
proveniente dalle colonne (II), per quest'altro determinante : 



a 

a a\ a' 8 a' s 

a a\ a' % 

a a\ 



6 

b b\ b' % V z 

b b\ b\ 

6 fc'j 











a f . a 
t-1 x 



T-8 



a a 

T+l T+2 



T + l 






Ò \-2 ° 
6 't-3 ° 



T + l T+2 



T+l 



..0 
. 
. 



. 

. 

. 

. 

. b r 



E questo, sviluppato secondo i determinanti di 2° ordine estratti dalle linee l a 
e (x+l)-esima, poi secondo quelli estratti dalle attuali colonne 2 a e (i+2)-esima, 
3 a e (i + 3)-esima, T-esima e (2i)-esima , risulta uguale al prodotto di 

( ab — a b ) T pel determinante risultante dei due gruppi di s — i , r — t tangenti 

. di f e g in che rimangono oltre alla t contata x volte. Dunque : 

Se le due curve f , g hanno nel punto s -pio , T—plo una tangente comune, 
la quale conti un certo numero di volte > x fra le s , r tangenti di f , g in 0, la 
moltiplicità d 9 intersezione delle due curve in questo punto sarà almeno uguale 
ad rs + t ; e sarà maggiore : 1°) quando si abbia un f ulteriore coincidenza di una 
tangente in O ad f con una tangente in a g ; 2°) quando, assunto come ori- 
gine e t come retta y = 0, sicché le equazioni delle due curve , ordinate secondo 
le potenze ascendenti delle variabili, siano 

f ss ax a+1 + . . . + y T (a x x*"" T +...)+... 
g = bx r+1 + . . . + y 7 (b T x r ~" x + ...) + ...., 
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risulti verificata la condizione 

ab T - a T b = 0. 

11. In particolare, se a = , a T = 0, cioè se la tangente t ha con f in in- 
contro più che (8 -f 1)— punto, ed in pari tempo conta più che - volte fra le tan- 
genti di /in , la condizione precedente è soddisfatta ; e però la moltiplicità 
d'intersezione di /, g in sarà almeno uguale ad rs + t -f 1. 

Importa , per qualche applicazione , esaminare ancora quando è che quella 
moltiplicità sarà maggiore di questo numero : al n. 8 s' era fatta la ricerca ana- 
loga per i = 1 ed h qualunque. Poniamo, oltre alle notazioni già introdotte , 



a n = a' oc x 



+ 



a =a' cc a ~ U ' 1 



Moltiplichiamo poi le prime r — 1 linee di R rispettivamente per af~ l (non più x r ), 
cc r ~ a , ... x , e le 8 — 1 linee di posti (m + 1) , (w -f- 2) . . . ancora per x* , oc s " 2 , 
cc*~* ,...#. Si potrà , dopo ciò , dividere la la colonna per x™* 1 , la 2* per 
a^- 1 , la 3 a per af +8 ~* ? . . . , la (i 4- 1) -esima per ac r+ *~" T , la (t -r 2)- esima per 
a? r " [ "*" T " 2 , la (H-3)-esima per a? 7 "" 1 "*"" 1- B , . . . Ponendo nel determinante così 

ottenuto x = 0, si ottiene per coefficiente di as , nel termine più basso di R, 

il prodotto del solito determinante estratto dal gruppo II di colonne pel deter- 
minante seguente : 



a' 
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Sviluppiamo questo determinante secondo i determinanti di 3° ordine estratti 
dalle colonne 1*, 2», (- + 2)-esima. Se i = 1, il solo determinante non nullo che 
si estrae da esse vale (a 2 b* — a\ bb ì -f a' ò t 2 ). Se invece t > 1 , esso vale 
— b(a\b —ab); e proseguendo in tal caso lo sviluppo, secondo i determi 

nanti del 2° ordine estratti dalie colonne 3 a e (t f 3)-esima, 4 a e (T+4)-esima , . . . 
(t+ lj-esmià e (2x+l)-esima, si ottiene ogni volta un nuovo fattore {a\ b —a b) 

In conclusione il determinante primitivo risulta uguale al prodotto di 
(ajb* - a\bb % + a' 6 f 2 ) se x = 1 , oppure di — b(a\ b^ - a b) x se t > 1 , pel de 

terminante d'ordine r + s — 2i - 1 : 



a 



x+l 



T+2 T + 8 



x+l 



%+2 




b 



. 
. 

. a, 



fc b a ... 



Tfl 







• . K i 



Questo determinante non è nullo se le due curve / , g hanno comune in sol- 
tanto la tangente y = 0, e se questa fra le tangenti di g conta soltanto t volte. 
Concludiamo : 

Se le due curve f , g hanno nel punto s -pio , x-plo una tangente comune 
t, la quale abbia con g in incontro (rtl)-punto soltanto, e conti fra le tan- 
genti di g in esattamente - volte, mentre fra le tangenti di f in conti un 
numero di volte maggiore di ~, ed abbia con f in incontro più che (s+iypunto, 
la moltiplicità d'intersezione in delle due curve sarà almeno uguale a rs+T-f-1. 
E sarà maggiore di questo numero solo nei casi seguenti : 1°) quando fé g ab- 
biano comune un'ulteriore tangente in 0. 2°) nel caso 2° dell'enunciato del n. 8, 
cioè quando i = 1 ed è 

f = a'x*+ 2 + . . . + y(a' f x s +...) + y 2 (a 2 x'- 2 + ...)+ , 

g = bx' +1 + . . . + ylb,/' 1 + ...)+ , 



dove 



a, b* - a', bb, + a' b,* = ; 
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3°) se t > 1 , ed è : 



f = . . . + y (a f j x* + ...) + ...+ y (« x + ...) + 

, r-fl - r— t 
g = bx + + y (b x + . . .) + , 



quando si abbia 



a '« b T-*x+l b=0 



12. In casi speciali il procedimento seguito negli articoli precedenti potrà 
dare risultati anche più precisi per la moltiplicità d'intersezione di due curve. 
Così tratteremo ora espressamente il caso che il punto comune sia semplice 
per una curva, e multiplo comunque per V altra. 

La curva g abbia semplice, con la tangente y = ad incontro i— punto. 
La curva f abbia in O moltiplicità qualunque (> 1) ; e indichiamo con k la mol- 
tiplicità d'intersezione in di / con la tangente y = 0, e con l l'esponente più 
basso a cui compaja la x nei termini di / che contengono y al primo grado (*). 
È per mezzo dei tre caratteri i } k ,1 che noi esprimeremo (quando ciò risulterà 
possibile) la moltiplicità d'intersezione di f e g in 0. 

Le equazioni di f e g } ordinate secondo le potenze crescenti di y, e subor- 
dinatamente secondo le potenze crescenti di x t saranno : 

/ = (ax h + . . .) + y (a'x 1 +...) + y*(a t + . . .) + y s (a 8 + ...) + 

flr==(te'+ .. .) +y(6, + ...) +y*(b 2 + .. )+y 8 (& 3 +.. .)+ 



ove i coefficienti a , a 9 } b , 6, sono essenzialmente diversi da zero. Formiamo la 
risultante R di f e g rispetto ad y ; e , poiché si tratta solo di conoscere quel 
termine di R che è più basso rispetto ad x } limitiamoci a scrivere in ciascun 



(*) Si può dare di questo carattere l un significato geometrico, proiettivo, ri- 
correndo alla teoria della polarità (stilla quale ritorneremo in seguito). Prima si os- 
servi che, con una trasformazione della sola coordinata x , si può sempre . ottenere 
che sia l < k. Dopo ciò si potrà dire che l è la moltiplicità d'intersezione in della 
retta y = con le curve prime polari generiche rispetto ad f. 
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Abbiamo cosi : 
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Sviluppando secondo le prime due colonne, si vede che al detto termine di R 
d'ordine minimo rispetto ad x contribuiranno quelle due colonne col più basso, 
o coi più bassi, tra i seguenti fattori 

asc* • b ± , bx 1 • a'x 1 , bx* • bx* , 

purché però dalle rimanenti colonne si possa estrarre un fattore (complemento 
algebrico) non nullo, per formare quel termine di R. Se supponiamo inoltre che 
quest'ultimo fattore sia indipendente da ce, — ipotesi che poi riescirà giustificata 
in certi casi determinati, — esso non muterà ponendo x = nelle dette colonne 
3* , 4 a , ... Dunque il termine cercato di R entrerà tutto in questo nuovo deter- 
minante, ottenuto dal precedente con la modificazione ora detta, e con un'altra 
ovvia : 
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Sviluppiamolo secondo le prime tre colonne ; e tralasciamo nel determinante del 
terz'ordinc fornito da esse il termine in x u1t , che non può contribuire a dare il 
termine più basso di R , perchè è più elevato che quello in x k . Otteniamo il pro- 
dotto del trinomio 

ab* x* - a' bb i x ui + a 2 6* x* 1 

per un nuovo determinante , che è il risultante dei gruppi di punti d* incontro 
della retta sc = con le curve f e g, dai quali si tolga il punto contato ri- 
spettivamente 2 volte ed 1 volta: questo risultante si può supporre essenzial- 
mente diverso da zero. Dobbiamo ora distinguere due casi , secondo che a 2 è 
diversa da zero, oppure è nulla ; cioè secondo che ha per f multiplicità uguale 
a 2, oppure maggiore. Se è a 2 ~|-0, esisteranno effettivamente nel determinante 
R dei termini di ordini k, i + l, 2i , i quali saranno dati dal trinomio scritto, 
moltiplicato per una costante : ed è qui che bisognerà cercare il termine & J or- 
dine minimo di R. Se invece è a 2 = , maucherà il termine in x** di quel tri- 
nomio : e ciò dimostra che quando, nello sviluppare il determinante primitivo 
secondo le prime due colonne , abbiam preso da un termine dello sviluppo il 
fattore bx l *bx i , il complemento algebrico di questo non conteneva termine co- 
stante ; nascevano cioè termini di R di grado > 2L Per conseguenza se nel bi- 
nomio 

ab i x k -a'bx i + l , 

(a cui si riduce il trinomio precedente per a 2 = 0, diviso per b t ) il termine più 
basso 6 di grado <2a, esso darà certo, a mono di un fattor costante non nullo, 
il termine più basso di R. Ma se accade il fatto opposto , vale a dire se k > 2i 
ed l > i, allora non si potrà più assegnare immediatamente il termine più basso 
di R : e solo potremo dire che il suo grado è > 2ì. - Concludiamo la proposi- 
zione seguente : 

Il punto sia doppio per la curva f. Allora se uno dei tre numeri 

k , i + l , 2i 

è minore degli altri due, esso darà la moltiplicità d'intersezione in delle due 
curve. Se due di quei tre numeri sono uguali fra loro e minori del rimanente , 
essi daranno ancora la moltiplicità d'intersezione, in generale ; e solo la molti- 
plicità d'intersezione riescirà maggiore nei casi particolari seguenti : 

lo) i = 1 , k > 2i , a% = a 2 b 

2o) k = 2i , 1 > i , ab t * + a 2 6 8 = 

3o) k = i+l, 1 <i , ab t = a7>. 

Infine se i = 1 , k = 2i, vale a dire se i tre numeri k , i + 1 , 2i sono tutti uguali, 
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la moltiplicità d'intersezione sarà in generale uguale ad essi; e sarà maggiore, 
solo quando 

4°) i = ] , k = 2i , ab* - a' bb h + a % b* = 0. 

Il punto O sia più che doppio per la curva f. Allora , se è k > 2i ed 1 > i> 
la moltiplicità d'intersezione in delle due curve sarà maggiore di 2i. Quando 
invece quelle due condizioni non si verifichino entrambe, vale a dire quando quello 
fra i due numeri 

k , 1 + 1 

'che non supera l'altro è < 2i, quel numero darà la moltiplicità d 7 intersezione 
delle due curve in , in generale ; e solo questa moltiplicità d'intersezione rie- 
scirà maggiore nel caso particolare 

k = i + l , l<i , ab^a'b. (*) 

13. CI siamo limitati finora ad esaminare la moltiplicità d' intersezione di 
due curve f , g, in un punto 0, in casi in cui vi è una sola tangente comune. 
Volendo esaminare la moltiplicità d'intersezione quando vi siano più tangenti 
comuni, il metodo che abbiamo seguito in quei casi dà origine } pare, ad una 
complicazione eccessiva. Invece possiamo ottenere qualche risultato relativo a 
ciò, applicando convenientemente una proposizione del n. 3. 

Rappresentiamo con y t = l'equazione del gruppo di tangenti (distinte no) 
comuni ad f e g nel punto ; cioè con <p z il massimo comun divisore delle 
forme 9, e if r che rappresentano i gruppi di s ed r tangenti ad f e g nel punto 
«—pio, r-plo. Sarà dunque 

In forza del citato n. 3 la moltiplicità d'intersezione in di f e g sarà uguale 
a quella di / e 

diminuita della moltiplicità d'intersezione in di f e 9 t _j. Ora quest'ultima, se 
poniamo l'ipotesi che ogni retta o,_j abbia incontro (* + l)-punto (soltanto) con 



(*) Si può osservare che il calcolo fatto in questo n. 12 era pure applicabile 
al caso che O sia semplice per /, ma non conduce allora che ad un risultato con- 
tenuto nel n. 7. Cosi pure la proposizione con cui finisce quel n. 7 è contenuta in 
quella ora stabilita : basta porre qui la condizione k < 1. 
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/ In 0, vale (s-t)(s+l). Osserviamo poi che la g 1 ha in moltiplicltà r-h*-J-t-l 
e per tangenti le rette 

Wsfj+i+r-i-f.-itr*! so- 
ffra queste rette non può trovarsi una delle tangenti cp^ z di f\ giacché se 

un fattor lineare di cp,_ { dividesse il binomio <J/ dovrebbe pur dividere <p $+! op- 
pure <|^j : il che è escluso dall'ipotesi che le tangenti ? t _ 2 di f abbiano incontro 
solo (a + l)-punto, e- che <?,^ , ^ r-z siano primi fra loro. Con ciò rimane anche 
stabilito che <|> f non è identicamente nullo, cioè che g' non ha in moltiplicità, 
superiore a quella indicata. Supposto dunque che nessuna delle <pj divida 4' , e 
solo in tale supposizione, la moltiplicità d'intersezione in di f e g f varrà esat- 
tamente s(r + s — l 4- 1) ; e quindi quella di f e g risulta uguale a 

8 (r + 8 - l + 1) - (s — l) (8 + 1) = rs 4- Z. 

Dunque : Dwe curve f , g abbiano nel punto s—plo , r— pio un certo numero 1 
(esattamente) di tangenti comuni , distinte o no , cosicché indicando il gruppo 
da esse costituito con ?, sia 

' ss fi ?,.i + ?,*, + . . . 

e suppongasi che le tangenti residue tf a _ t di f abbiano con questa curva in 
incontro (s 4 l)-punto soltanto. La moltiplicità d'intersezione in di f e g sarà 
maggiore od uguale a rs -f 1 \ e sarà maggiore solo quando una delle tangenti 
comuni 9, verifica V equazione 

Se in particolare consideriamo il caso che un fattore lineare di © z divida 
anche, ad esempio, 9 S _ Z , esso non potrà dividere il binomio $j se non divide 
9 ff ,. Così pure se un fattore lineare di ? z divide © s+ , , esso non potrà dividere 
<J/' se non divide <p s _j oppure ó r+l . Otteniamo così i seguenti corollari : 

Se tutte le tangenti di f in sono ad incontro (s + l)~punto soltanto, -e . se 
ognuna di quelle che sono anche tangenti in a g confa /Va le tangenti di f 
jmù volte che fra le tangenti di g, la moltiplicità d' iìiter sezione in di f e g 
«ara esattamente rs + 1. 

& ognuna delle 1 tangenti comuni ha con f in incontro piò, che (s+l)-^i*nfo, 
mentre le rimanenti s - 1 tangenti di f in sono 6?n distinte da quelle ed hanno 
incontro soltanto (s + l)-pwn£o con f, Za moltiplicità d f intersezione dì f e g sarà 
maggiore di rs -f- 1 solo quando una tangente comune abbia anche con g incontro 
più che (r f Impunto. 



Digitized by 



Google 



X 27 )( 



III. 

Le tangenti alle curve. 
Classe. Le curve come inviluppi. 

14. Alla fine del n. 2 abbiamo definito le rette tangenti ad una curva / in 
tin punto «—pio come quelle rette che hanno ivi con f moltiplicità d'intersezione 
> s : e ne abbiam trovata l'equazione nel caso che il punto sia l'origine delle 
coordinate. Se invece si trattasse di un punto qualunque di f, si otterrebbe si- 
milmente pel gruppo delle * tangenti la seguente equazione in coordinate omo- 
genee, indicando con x x x 2 x z le coordinate di quel punto, e con y x , ... le coor- 
dinate di punti variabili 

V &f 



*J dx { dx k 
e sexè punto semplice per / 

Si verifica subito che le tangenti cosi definite coincidono con quelle che son 
date dalla nota definizione del calcolo differenziale , cioè : le tangenti ad f in 
un punto sono i limiti delle rette che congiungono a punti di f che s' av- 
vicinano indefinitamente ad 0. Ne deriva che : quando un punto semplice di / 
s' avvicina indefinitamente al punto di f 7 la tangente in esso ad f ha per li 
mite una tangente di f in (cioè quella verso cui tende la retta congiungente 
O al punto mobile). 

È evidente che una tangente ad f in un punto che varii su una parte non 
rettilinea di f non potrà esser fissa : varierà con quel punto. Quindi le tangenti 
ad una curva sono in numero infinito, se si toglie il caso che la curva si com- 
ponga tutta di rette. 

15. L'equazione ricordata del gruppo delle tangenti conduce naturalmente a 
considerare, per lo studio delle tangenti, le curve polari rispetto alla curva data 
A Nel seguito noi supporremo nota la teoria della polarità, sì nel campo binario 
che nel campo ternario (*). Rileviamo da essa le proposizioni seguenti. 



(') V. i trattati classici già citati. 
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La polarità è invarianti va (proietti va\ 

La curva polare r— esima dì un punto y rispetto alla curva f d' ordine n è 
una curva d'ordine n — r y rappresentata in coordinate omogenee di punti varia- 
bili x dall'equazione 



dx i 9x k ... 



Essa è il luogo dei gruppi di punti polari r— esimi di y rispetto ai gruppi di n 
punti d'incontro di f con le rette passanti per y. 

La polare r— esima di un punto P rispetto alla curva, che è polare «-esima 
dello stesso punto P rispetto ad f, coincide colla polare (r +• «)-esima di P ri- 
spetto ad f. 

Se la polare r-esima di un punto (rispetto ad f) passa per un secondo 
punto, la polare d'ordine r di questo passa pel primo punto. 

La polare r— esima di un punto P rispetto alla curva, che è polare «—esima 
di un altro punto Q (rispetto ad f), coincide colla polare a— esima di Q rispetto 
alla polare r— esima di P. 

Se il punto è « -pio per f } s'annullano identicamente, ossia sono indeter- 
minate , le polari di degli ordini minori di s ; quella d' ordine « è il gruppo 
delle « tangenti ad f in ; e le polari di d'ordine maggiore di 8 hanno pure 
O 8 pio, con quel medesimo gruppo di tangenti. — Le condizioni perchè un punto 
sia «—pio per f (esattamente) si possono esprimere dicendo che è indetermi- 
nata la polare d'ordine « — 1 di rispetto ad f (non una polare d'ordine mag- 
gioro). 

La prima polare di un punto P diverso dal punto 0, «—pio per f, ha in 
moltiplicità uguale ad « - 1 in generale •, e maggiore nel solo caso che le « tanr 
genti di f in coincidano in una retta passante per P. Escludendo questo caso, 
le « — 1 tangenti in alla prima polare di P costituiscono , nel fascio di rette 
per (come campo binario), il primo gruppo polare della retta OP rispetto al 
gruppo delle « tangenti ad f in 0. 

16. Ritorniamo alle tangenti della curva. Definiamo come classe di una curva 
f: il numero delle tangenti di f 7 in punti semplici od in punti multipli, le quali 
passano per un punto qualunque P del piano ; con la condizione che ognuna di 
quelle tangenti si conti in certi casi, non solo una, ma più volte, come ora fis- 
seremo. La classe, così definita, risulterà indipendente dal punto P. 

Per avere le nominate tangenti di f passanti per P , si consideri la curva 
1.» polare di P rispetto ad /, che indicheremo per brevità con 1(P). In causa 
delle proposizioni ricordate (n. 15), questa curva passa per tutti i punti multipli 
di f, ed incontra f ulteriormente in quei suoi punti semplici le cui tangenti (os- 
sia polari di l.« ordine) passano per P. Il numero complessivo delle intersezioni 
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di f e A(P), o, pjfc precisamente, la somma delle loro moltiplicità d'intersezione 
nei punti comuni, è espressa da n{n — 1). Conveniamo, anzitutto, che una tan- 
gente ad f in uno o più punti semplici conti fra le tangenti tirate da un suo 
punto P tante volte quante sono le intersezioni di f colla 1.» polare di P che ca- 
dono in quei punti semplici. Ne seguirà, intanto, che : se f non ha punti multi- 
pli, il numero delle sue tangenti passanti per un punto qualunque è espresso da 
n(n — 1). Ossia : la classe di una curva piana d' ordine n priva di punii multi- 
pli è n(n - 1). 

Sapponiamo ora che f abbia dei punti multipli. Le prime polari dei punti 
del piano rispetto ad f formano un sistema lineare doppiamente infinito, o rete, 
che avrà per punti base i punti multipli di f, e nessun altro punto. Una curva 
generica della rete, la 1.» polare di un punto generico P, taglia f, come già si 
disse , nei punti multipli di f e nei punti semplici di f di contatto con le tan- 
genti tirate da P. Se f non è tutta composta di parti multiple, e di rette, questi 
punti semplici esistono certamente (n. 14) ; di più , essi sono fra loro distinti , 
poiché, come vedremo (n. 1 18, 25) sono solo in numero finito quei punti semplici 
di f } non situati su componenti rettilinee, i quali contano più di una volta fra 
le intersezioni di f con prime polari. 

In un punto multiplo di f le curve generiche della rete di prime polari 
avranno tutte (n. 4) una stessa moltiplicità d'intersezione I con f\ ma vi saranno 
dei punti eccezionali le cui prime polari avranno con f in moltiplicità d' in- 
tersezione maggiore di I. È facile dimostrare che quei punti eccezionali sono 
solo i punti delle tangenti ad f in O. In fatti supponiamo che il punto P abbia 
una 1* polare A(P), la cui moltiplicità d'intersezione con f in sia I + i, ove 
i > 0. Nella rete delle 1* polari consideriamo un fascio, che comprenda la curva 
A(P), ma abbia come moltiplicità d'intersezione generica con f in il numero 
I. Potremo applicare a questo fascio una proposizione del n. 4 : secondo la quale 
una curva del fascio la quale sia abbastanza prossima alla A(P) avrà un certo 
numero d'intersezioni con f prossime quanto si vuole ad 0, pur essendo diverse 
da O. Anzi, se supponiamo che f non sia tutta composta di parti multiple e di 
rette , cosicché , come s' è osservato poc' anzi, le intersezioni variabili di f con 
una curva generica del fascio siano distinte fra loro, potremo applicare una propo- 
sizione più precisa contenuta nel detto n. 4; e dire che una curva del fascio, la 
quale sia abbastanza vicina alla A(P), avrà precisamente i intersezioni con] f, 
distinte fra loro e da 0, prossime quanto si vuole ad . Indicando con A(Q) 
quella curva, cioè con Q il suo polo, avremo che quando il punto Q è abba- 
stanza prossimo a P, per Q passano le tangenti ad / in i diversi punti sem- 
plici, prossimi quanto si vuole ad 0. Al limite, quando Q tende verso P, e cia- 
scuno di quegli i punti di f tende verso , la tangente in esso deve tendere 
verso una tangente ad f in (n. 14). Dunque P è su una tangente di f in 0. 
Viceversa, se P è su una tangente di f in 0, lo si potrà riguardare come limite 
di un punto Q situato su una tangente ad f in un punto semplice che s' avvi- 
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cini indefinitamente ad 0. La A(Q) passa per questo punto semplice ed ha in 
con f moltiplicità d'intersezione I (almeno). Quindi A(P) avrà con f in mol- 
tiplicità d'intersezione maggiore di I. 

Possiamo ora enunciare la proposizione seguente : la classe dì una curva 
qualunque f d'ordine n è espressa, dal numero n(n — 1) diminuito delle moltipli- 
cità d f intersezione I, che nei punti multipli di f ha questa curva con la l. a po- 
lare di un punto generico, vale a dire con la 1.» polare di un punto non situato 
sulle tangenti ad f in quei punti multipli. Effettivamente, se P è un punto che 
non stia su tangenti ad f in punti multipli, la differenza nominata è la somma 
delle moltipliche d'intersezione di f e A(P) in punti semplici di f , ossia il nu- 
mero complessivo delle tangenti ad f passanti per P , contate quante volte s' è 
già convenuto di fare (per le tangenti in punti semplici di f). Se poi P sta su 
una tangente ad f nel punto multiplo 0, la proposizione enunciata viene ad es- 
sere la convenzione da farsi per fissare il numero delle volte che quella tan- 
gente si deve contare fra le tangenti passanti per P, almeno in quanto essa ò 
tangente in (che se fosse anche tangente in altri punti, ognuno di questi da- 
rebbe un analogo contributo) : quel numero è la differenza fra la moltiplicità 
d'intersezione in di / con A(P; e la moltiplicità d'intersezione I in di f con 
la l. a polare di un punto qualunque esterno alle tangenti in 0. Se P cade in 
si ha in questa differenza il numero complessivo di volte che contano fra le tan- 
genti uscenti da P tutte le tangenti nel punto stesso, prese insieme. Con tali 
convenzioni la classe, come s'è definita al principio di questo n. 16, risulta in- 
dipendente dal punto P. 

Il numero I, che abbiamo ripetutamente nominato, dicesi abbassamento della 
classe prodotto dal punto multiplo a cui esso si riferisce. È evidente che una 
parte di quanto s' è detto nell'ipotesi che sia multiplo per f vale anche se 
è semplice, purché si ponga allora 1 = 0. 

17. Alle cose esposte si collega la nozione di moltiplicità di una tangente. 
Chiamiamo così il numero delle volte che la tangente t conta fra le tangenti di 
f passanti per un suo punto generico. Indichiamo con un punto di contatto 
di t. Le l e polari dei punti di t passano tutte per e formano un fascio : sia 
I, la moltiplicità d'intersezione generica (n. 4) delle curve di questo fascio colla 
f in 0. Sia ancora I la moltiplicità d'intersezione in di f colle 1« polari di 
punti generici del piano. La differenza I, — I, se t ha un solo punto di contatto, 
o, se no, la somma di queste differenze calcolate pei vari punti di contatto darà 
la moltiplicità della tangente t. 

Una considerazione fatta nel precedente n. 16 prova che se / non ha compo- 
nenti multiple : per un punto Q esterno a t , ma abbastanza vicino al punto P 
di t, la cui l ft polare ha con f in moltiplicità d'intersezione l t , passano le tan- 
genti ad f in 1,-1 punti semplici distinti, vicini quanto si vuole ad 0. Queste 
tangenti poi sono fra loro distinte, se Q è preso fuori delle rette che son tan- 
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genti ad / in due o più punti distinti (le quali rette sono in numero finito : v. 
la fine del n. 19). Facendo per tutti i punti di contatto di t l'osservazione che 
s'è fatta per O, e sommando, si ottiene la proposizione seguente: se f non ha 
componenti multiple, e una tangente t di f è multipla secondo e, per un punto 
esterno ad essa ma convenientemente prossimo ad un suo punto generico passano 
a tangenti distinte vicine quanto si vuole a t. 

Poiché la moltiplicità di una tangente è la somma di parti (Ij — I) corri- 
spondenti rispettivamente ai punti di contatto della tangente, per determinarla 
basterà aver riguardo separatamente a quei vari punti. Nei seguito ci accadrà, 
nei considerare un punto di contatto, di chiamare per brevità « moltiplicità della 
tangente > la parte che riguarda quel solo punto : ma con ciò non intenderemo 
di escludere l'esistenza di altri punti di contatto, i quali darebbero altri contri- 
buti alla vera moltiplicità della tangente. 

18. Possiamo determinare subito le moltiplicità delle tangenti ad f in punti 
semplici , quando si conoscano le moltiplicità delle intersezioni delle tangenti 
stesse con f. Sia un punto semplice di f, la cui tangente t abbia con f in 
incontro (o + 1)— punto, essendo o un numero qualunque > 0. Per determinare la 
moltiplicità della tangente t di f, prendiamo su essa un punto P diverso da 0, 
e determiniamo la moltiplicità d'intersezione in delia 1.» polare A(P) di P con 
/. La A(P) incontra t nel 1° gruppo polare di P rispetto al gruppo di punti d'in- 
tersezione di f con t : e poiché quest'ultimo gruppo ha, per ipotesi, per punto 
(o+ 1)— pio, e P è diverso da 0, quel 1<> gruppo polare avrà per punto e— pio. 
Dunque la A(P) ha in con t incontro e— punto. Per avere la moltiplicità d'in- 
tersezione in di f e A(P), possiamo applicare una proposizione particolare del 
n. 7, ove in luogo di g si ha la curva A(P) : vediamo cosi che quella moltipli- 
cità d'intersezione sarà o. Dunque (n. 1 16, 17): una tangente a contatto (o+l)-punto 
in un punto semplice di f è una tangente a— pia (rispetto al punto 0). 

Prendiamo ora il punto P in 0, affine di vedere quante tangenti condotte 
da O ad f cadono nella t. In questo caso la 1» polare A(0) ha, come f, il punto 
per punto semplice, con t per tangente ad incontro (o + l)-punto. Applicando 
il teorema generale del n. 7, abbiamo da prima che la moltiplicità d'intersezione 
delle due curve in è maggiore od uguale a o -f- 1. Per assicurarci poi che 6 
uguale e non maggiore, assumiamo come origine delle coordinate, e la t come 
retta y = , sicché sarà : 

f== ax a+1 + . . . + a x y + 

• e la 1» polare di : 

A(0) — (n - o - 1) ax 0Ti + . . • + (n - 1) a x y + 

Perchè la moltiplicità d'intersezione fosse maggiore di ohi do vrebb' essere 

a(n — 1) a x — a v -(n- o — 1) a = , 
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ossia a a a, = 0, il che non è. Dunque : una tangente ad incontro (a -f l)~punto 
in un punto semplice di f assorbe o \- 1 delle tangenti condotte da ad f (oltre 
a quelle che può assorbire pel fatto che essa sia pure tangente ad f in altri 
punti). 

In particolare : se un punto semplice di f ha la tangente che incontri ivi 
due volte soltanto la curva, senza toccarla altrove, la tangente sarà semplice, e 
conterà due volte fra le tangenti passanti pel punto di contatto. Se in un punto 
semplice di / la tangente ha con f incontro tripunto, senz'esser tangente altro- 
ve, la retta stessa sarà tangente doppia per f } e conterà tre volte fra le tan- 
genti passanti pel punto di contatto. E così via. — Risulterà in seguito (n. 25) 
che, se f non contiene come parti delle rette (od in caso contrario, se si astrae 
da tali parti), non vi può essere che un numero finito di punti semplici di f in 
cui il contatto della curva con la tangente sia più che bipunto. Un punto sem- 
plice in cui la tangente abbia incontro bipunto con la curva si chiama un punto 
semplice ordinario. Gli altri punti semplici, con le tangenti ad incontro tripunto, 
quadripunto, ecc. prendono, com'è noto, il nome di flessi, punti d'ondulazione, 
e in generale flessi superiori. 

19. Consideriamo ora la curva algebrica f come inviluppo, cioè come insieme 
delle sue tangenti. Se f non si riduce ad un gruppo di rette, le tangenti saran- 
no oc 1 come i punti di f. Rappresentando con x x x 2 x 3 le coordinate omogenee 
di punto, la tangente ad f nel suo punto generico (semplice) x avrà coordinate 
?i 5* 5s ta li c he (n. 14) 

w *-£• 

Eliminando p , co i , x t , a? s tra queste tre equazioni e 

(2) Z5,», = 0, 

si avrà, come subito si vede, un'equazione algebrica fra i rapporti delle $, ossia 
un'equazione algebrica omogenea fra le §. Quest'equazione sarà soddisfatta, non 
solo dalle rette £ tangenti ad f nei suoi punti semplici, ma anche dalle rette $ 
che passano pei punti multipli di f\ poiché se a? è un punto multiplo di f le 
equazioni (1), (2) sono soddisfatte da p=0 e 2 5,^ = 0, senz' altra condizione 
per le \. Segue che l'equazione ottenuta si potrà dividere per certe potenze di 
forme lineari delle 5> cioè di quelle forme lineari che rappresentano i fasci di 
rette uscenti dai punti multipli di f. Fatta la divisione rimarrà un' equazione al- 
gebrica per rappresentare l' insieme delle tangenti di f : anche le tangenti in 
punti multipli, se si tien conto che queste sono i limiti di tangenti in punti sem- 
plici. Dunque : le tangenti ad una curva algebrica costituiscono una varietà 
algebrica. 
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Una varietà oo 1 algebrica di rette del piano è ciò che corrisponde per dua- 
lità ad una varietà algebrica od 1 di punti del piano , cioè ad una curva piana 
algebrica , considerata come luogo di punti. Sia f una curva piana algebrica, 
non composta esclusivamente di rette,- e che non abbia componenti multiple; 
P un suo punto variabile e t la tangente in esso. In una trasformazione duale 
(reciprocità) a P e t corrisponderanno una retta p 1 ed un suo punto T f . Se v è 
la classe di /, cioè il numero di rette t uscenti da un punto generico, v sarà il 
numero di punti T' giacenti su una retta generica , cioè l'ordine del luogo dei 
punti T". E poiché (n. 18) su una data t il corrispondente punto P (di contatto) 
è caratterizzato dalla proprietà che due delle v rette t passanti per esso cadono 
in quella data ; così per un dato punto T" la retta p' che gli è associata è quella 
retta che in esso incontra doppiamente il luogo dei punti T', cioè la tangente 
in esso a questo luogo. Possiamo quindi invertire 1' ultima proposizione così : 
nel piano una oc 1 algebrica di rette si compone, oltre che di eventuali fasci di 
rette, delle tangenti ad una curva algebrica. 

Se, nel ragionamento precedente , ^| una tangente multipla di f , si vede 
che T r verrà ad essere un punto multare , di ugual moltiplicità per la curva 
luogo dei punti T". Così la legge di dualità piana muta le curve in curve, i 
punti * — pli in tangenti «—pie, le tangenti in quei punti nei punti di contatto di 
queste tangenti, ecc. — Ad esempio trasformando per dualità i risultati generali 
del preced. n. 18 abbiamo : Se un punto di una curva ammette una sola tan- 
gente, la quale sia tangente semplice, ma assorba s + 1 delle tangenti tirate da 
esso alla curva, il punto sarà s—plo per la curva; e questa avrà in esso in- 
contro (s + 1 ypunto con la tangente. — 

E facile ora dimostrare che : una curva algebrica non può ammettere infi- 
nite rette che le sian tangenti in due o più punti distinti. In fatti, supposto che 
esista una tal curva, alla varietà algebrica f composta di quelle tangenti cor- 
risponderanno per dualità i punti di una curva algebrica f : e l'ipotesi fatta si 
trasporta in quest'altra, che nei punti generici di f questa curva ammetta due 
o più tangenti distinte. Ora ciò è assurdo : perchè f 1 si ridurrà ad una o più 
curve semplici da contarsi un certo numero di volte, e nel punto generico di 
una tal curva semplice vi sarà una sola tangente, la quale sarà evidentemente 
Tunica tangente ad f 1 in quel punto. 

Di qui, e da osservazioni precedenti, si trae subito che : se una curva, priva 
di parti multiple, ha la classe v , per un punto generico passano v tangenti di- 
stinte di essa. 



VOL. ZZIVI 
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IV. 

Abbassamento di classe prodotto da alcuni punti multipli. Moltiplicità 
delle tangenti nei punti stessi. Varie specie di punti doppi. 

20. Sia un punto 8 — pio di una curva algebrica f> con le 8 tangenti tutte 
distinte. L'abbassamento di classe da esso prodotto sarà la moltiplicità d'inter- 
sezione in di f con la l a polare A(P) di un punto P non situato su quelle 8 
tangenti. La A(P) ha (n. 15) per punto (s — l)-plo , e per tangenti in esso il 
gruppo 1° polare della retta OP rispetto al gruppo delle 8 tangenti in ad f. 
Poiché queste ultime sono distinte fra loro e da OP, saranno pure ben distinte 
da quel gruppo polare ; sicché le due curve f e A(P) non hanno in Q alcuna 
tangente comune. Quindi (n. 6) la moltiplicità d' intersezione in di f e A(P) 
vale «(* — 1). U abbassamento di classe prodotto da un punto 8 — pio a tangenti 
distinte è s (s — 1). ÉÈk 

Per avere la moltiplicità di quelle tangenti di f, consideriamone una, e sia 
t, e rappresentiamo con s + o la sua moltiplicità d'intersezione con f in : sic- 
ché, assunto come origine e f come retta y = , sarà 



f~ax s+a + . . . + y(a i flc'" 1 + ...)+• 



ove a ed a ì sono =|- 0. Dobbiamo calcolare la moltiplicità d' intersezione in 
di f con la l a polare di un punto generico di t. Possiam prendere per questo 
punto y = 0, 3 = 0, sicché quella l ft polare diventa 



^- s= (s + g) a^ 5 " 1 + . . . + y (s - 1 a t a; s -* + ...) + 



Applicando il n. 7, ove quest'ultima curva prende il posto di g, sicché r=s— 1 , 
l'espressione ab % — a s b di là diventa ora 

a- (8 — 1) a f — a f • (s + e) a = — (o + 1) aa i , 

e non s'annulla ; per conseguenza la moltiplicità d'intersezione in delle due 
curve è 8(s - 1) -f o. Se da questa sottragghiamo l'abbassamento di classe pro- 
dotto da avremo (n. 17) la moltiplicità della tangente t (come tangente in 0). 
Dunque : una tangente ad incontro (s -f à)-punto, in un punto s — pio a tangenti 
distinte, è una tangente a — pia. 

21. Possiamo abbandonare la restrizione che le 8 tangenti ad /'nel punto «-pio 
siano distinte, se mettiamo invece quest'altra restrizione : che ognuna di quelle 
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tangenti abbia con f in incontro (s -f 1)— punto , e non superiore. Supponia- 
mo che delle * tangenti nominate ne coincidano t, , t 2 , . . . , i h , essendo 
x,-f t 2 +. . .+ 1^=*, cosicché le tangenti distinte siano k (<«), e le : siano >1. Allo- 
ra la l a polare rispetto ad f di un punto generico avrà per punto (*— 1)— pio, 
con un gruppo di 8 — 1 tangenti tale che t, -1 ,t,-1,...,t a -1 cadono ri- 
spettivamente nelle dette tangenti di f. Per avere la moltiplicità d'intersezione 
in O di questa polare con f, possiamo dunque applicare quel corollario del n. 13 
che riguarda il caso che le tangenti ad /"abbiano in con /"incontro (sf l)-punto, 
e che ognuna di esse conti fra le tangenti di / più volte che fra le tangenti 
dell'altra curva. Ne segue che la detta moltiplicità d'intersezione vale 

s(s - 1) + (x f - 1) + (t 2 -1 ) + . . . + (t* - 1) = s* - k. 

Dunque V abbassamento di classe prodotto da un punto s—plo, di cui tutte le tan- 
genti abbiano con la curva nel punto stesso incontro (s -h 1)- punto soltanto, è 
espresso da s 8 — k , indicando con k il numero (< s) delle tangenti distinte. 

Dimostriamo ora che le dette tangenti nel punto s — pio , ad incontro 
(s -f l)-punto t sono tangenti semplici per la curva. Assunto come origine, e la 
tangente che conta ? fl volte come asse y = 0, sarà : 

"t* 1 9 To T> 

f=y % u % v*w A ... +<? J+1 + , 



ove u , i? , w , ... sono forme lineari di x , y , che uguagliate a zero rappresen- 
tano le ulteriori tangenti in ad /; e cp s+1 non è divisibile per nessuna di esse, 
e nemmeno per y. Per avere la moltiplicità della tangente y=0 cerchiamo, come 
al n. 20, la moltiplicità d'intersezione in di / colla la polare 

df ^i V- 1 tq— 1 / » . \ » 

;j-==y U Z V 3 ... (T 2 u'vw ... + T s V'UW ...+....) + <p' f4 ., + , 



ove u' ,v',... (costanti), e 9' <M indicano le derivate rispetto ad a? di u,v, .. 
e 9 4 . ,. Applicando il teorema generale del n. 13, dobbiamo considerare la forma 
che là s'indicava con <J/' e che qui diventa 

9s+i (itu'vw ... -h Tgt; W ... + ....) — uvw ... 9 r s+1 , 

e verificare se questa contiene come fattore una delle forme che rappresentano 
le tangenti comuni in 0. Quanto ad u , v , w , . . . , è chiaro che nessuna divide 
quell'espressione. Per vedere se la divide y } poniamovi y = 0. Indicando con 
ax** 1 il termine indipendente da y in 9 4+1 , termine che non può mancare , il 
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risultato sarà dato da a?***" 1 moltiplicato per 

a(x 2 tt r t;V . . . + ijtt't? V . • . + ) — u'v'w' . . . '* f 1) a 

'= (t 2 + t, + ...-#- 1) au'v'w 9 . . . = — (t, + 1) au'v'w' . . . f 

e quindi non è nullo. Dunque nemmeno y non divide 1' espressione ty relativa 
al teorema del n. 13 ; e però, in base a questo, potremo dire che la moltiplicità 
d'intersezione in di f con quella 1» polare è 

8(8 - 1) + T, + (T 2 - 1) + (T 3 - 1) + . • • = 8* - ÌC + 1. 

E siccome per la ffiolfiplicità d'- intersezione in di f con una 1» polare gene- 
rica si era trovato ** — k, concludiamo (n. 17) che effettivamente la tangente 
y = Q (in quanto riguarda il punto di contatto 0) è tangente semplice. 

Completiamo la ricerca relativa all'attuale punto «—pio determinando la 
moltiplicità d'intersezione in di f con la 1» polare di medesimo. Posto 

f= ¥« + ?«+i + • • • > 
quella 1* polare sarà 

A(0)3(n-j)fc + (n-«-l) ?I+l + ..., 

e l'espressione $' del n. 13 diventa qui (n - s) q? J+1 - (n — s — 1) 9 f+1 , ossia 9 4+l ; 
che non è annullata da nessuna delle tangenti ? s . Dunque, le due curve avendo 
«—pio, con le stesse tangenti, la moltiplicità d'intersezione sarà s* + *. Dedu- 
cendone a 2 — k abbiamo (n. 16): se nel punto s—plo di f sono k le tangenti 
distinte, e tutte hanno incontro (a+l)-punto con la curva, esse assorbiranno s+k 
fra le tangenti condotte alla curva da 0. 

22. Trattiamo ora il caso che nel punto s-plo la curva f ammetta una 
tangente t la quale presenti simultaneamente tutte due le particolarità, che, stac- 
catamente, abbiamo supposte nei n.» 20 e 21 : cioè t abbia con f in incontro 
(* + o)-punto, ove e > 1 \ e t conti un numero qualunque di volte x > 1 fra le s 
tangenti di f in 0. Le rimanenti s - 1 (> 0) tangenti siano tutte distinte. Pren- 
diamo per origine e t per asse y =• 0, sicché : 



fsoa; ,+0 + . . . + y(a\ X* + . . .) + y t (a\x^ 1 + ...)+, 



+ y « « * + — ) + y («.* + ...) + 



Digitized by 



Google 



)( 37 )( 
Aggiungeremo la condizione a\ =|=0. Come 1» polare generica rispetto ad / pos- 
siamo prendere quella del punto x = z = 0, ossia —• = 0, cioè 

y = a\ »• + ...+ y(2a' 2 x- 1 + ...) + 

, T— 2 . r . *— Tf2 x T-l . *-T 

+ y (x — la' .a? +-..)+y (wa) +•..> + 

X — 1 " 



Qaesta curva ha come punto (#— l)-plo, del quale x-ì tangenti cadono nella 
*, e questa retta ha con la curva in incontro s — punto, in causa della condi- 
zione a\ =|=0. Per avere la moltipliche d'intersezione, in 0, di questa curva con 
la f possiamo applicare la proposizione del n. 11. Basterà porre in quella, ai 

df 
posto di g , r , x rispettivamente ^-, * — 1 ,x— 1. Si ottiene per la moltiplicità 

cercata il valore *(* — 1) + x, in generale ; e per vedere quando sia maggiore 
bisognerà distinguere due casi. Se x = 2 (che corrisponde al caso x=l del n. 11), 
si ha la condizione : 

a, a\ % — a\ • a' f 2a 2 -4- a f - 4a 2 * = , 
ossia 



a'* = 4a f a 9 



avendo indicato, come nel citato n. 11, con a 1 il coefficiente del termine in ùf* 2 
della f f cosicché se > 2 è a' = e quella condizione è impossibile in causa 
dell'ipotesi a',=|=0. Se invece t > 2, si ha la condizione 

a\*xa - a >a\ =0, 

che non è possibile. Dunque: un punto B—plo, nel quale siano t(> 1) tangenti 
coincidenti in una retta t, mentre le altre tangenti (se ne rimangono) siano di* 
stinte, e tale inoltre che t vi abbia incontro più che (s f-1 ypunto con la curva, ma 
solo s— ; punto con la prima polare di un punto generico , abbassa la classe di 
s(s — 1) + x unità : fatta eccezione solo pel caso che t assorba due tangenti nel 
punto alla curva ed abbia ivi con questa incontro (s f 2ypunto, e che ponendo 

f = ax' + * + . . . + y(a', x s + ...)+ y 2 (a, x— +...) + ... . 

si abbia 

a'j^^aa, , 

nel guai caso speciale V abbassamento di classe sarà maggiore. 

Determiniamo la moltiplicata della tangente t. A tal fine consideriamo la 
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1» polare 

J£ = (« + o) ax" - 1 -r . . . + y{sa\ ocT l + . . .> + 



* t-1 *z X 

Se t < 8 essa ha (» - l)-plo, con x tangenti in *, ad incontro (s— l+o)-punto, e 
le altre tangenti diverse da quelle di f. Per determinare la moltiplicata d'inter- 
sezione con f applichiamo il n. 9 con r=*-l: abbiamo che essa varrà *(*— l)+x+o; 
e solo sarebbe da esaminare il caso (2<> dell'enunciato del n. 9) che sia 

a*8a\ - a\ • (* + o) a = , 

oppure : 

a'j • (8 — x) a^ — a • «a^ = , 

relazioni impossibili entrambe ; e poi il caso (3° di quella proposizione) che sia 
x = o = 2 ed inoltre 

[a • (#-2 ja 2 — a % • (*+2)a] 2 — [a • *a' f - a\ • (s+2)a] [a', • (*-2)a t -a 2 • *a',] = 

cioè 

a\* = 4aa 8 . 

Quest'ultimo caso è possibile, e sarà il solo in cui la moltiplicità d'intersezione 
superi il detto valore.— Se poi è : = *, la l a polare -£ ha «-pio, con la retta 

y = come tangente ad incontro (* + o - l)-punto, e le altre 8 — 1 tangenti ben 
diverse da quella, in causa dell'ipotesi a\ =|=0. Per averne la moltiplicità d'in- 
tersezione con f possiamo dunque applicare ora il risultato del n. 8, ponendovi 
r = 8 , li — a — 1. Otteniamo il valore 8* -f e, che rientra nella precedente espres- 
sione 8(8-1)+tìo ponendovi x=*. Solo occorre anche esaminare i casi eccezionali 
del detto n. 8 : e si trova che il caso 3°) (h > 1, cioè) o > 2 non dà una relazione 
possibile, e che il 2°) con a = 2 pure è impossibile se x = s > 2 (avvertendo che 
allora la a % di quella proposizione viene a prendere il valore 0), mentre se x=*=2 
esso diventa possibile e ci riporta alla relazione a',*-4aa 2 di poco fa.— In conclu- 
sione la moltiplicata d'intersezione di f con la 1» polare di un punto generico di t è 
sempre *(*- 1)+t-K: tranne il caso che sia x=o=2 , a f f 2 =4aa a , nel qual caso essa è 
maggiore.-Sottragghiamo ora da quell'espressione l'abbassamento di classe «(a-l)-f x 
che prima s' era trovato, e concludiamo la seguente notevole proposizione: Se una 
tangente ad una curva in un punto 8— pio ha ivi incontro (s -|- c)~punto con la 
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curva , essa sarà tangente a -pia. Essa è dovuta ad Halphen^ (*) , ed è valida 
senz'aldina restrizione. Qui però essa risulta dimostrata solo sotto le seguenti 
condizioni : che se nel punto 8 — pio vi sono tangenti diverse da quella t che 
s'è considerata, esse siano distinte fra loro; che la l a polare di un punto ge- 
nerico non abbia con t in incontro più che 8 — punto ; che infine non si 
tratti del caso eccezionale rilevato nell'enunciato precedente (relativo all'abbas- 
samento di classe) di questo stesso n.°. Nei precedente n. 1 18 e 20 si erano già 
dimostrati dei casi particolari di quel teorema. 

23. Infine, seguendo sempre lo stesso procedimento, applichiamo i risultati 
del n. 12 a determinare Y abbassamento di classe prodotto da un punto doppio 
a tangenti coincidenti. Sia, come al n° citato , 

f=(aa^ + ...) + y(a'x l f . . .) + y*(a 2 + ...) + y 3 (a 8 + . . .) + , 



ove supporremo : che a , a 1 , a 2 siano =|= , e che l > 1 , k > 2 ; di modo che 
l'origine sia per f un punto doppio, con la retta y = come unica tangente. 
L'abbassamento di classe prodotto da sarà la moltiplica à d'intersezione in 
di f con la l a polare 

J- = (a'oc' + ...) + y (2a % + . . .) + y 9 (3a 3 + ...)+ , 



la quale ha in O un punto semplice, con la tangente y = ad incontro i-punto 
Otterremo dunque quella moltiplicità d'intersezione dal n. 12, ponendovi i=Z, 
b=a* ,b i = 2a 2 . Avremo che essa è uguale, in generale, a quello dei due nu- 
meri k , 21 che non supera 1' altro. Ed esaminando i casi eccezionali , si vede 
subito che i primi tre non sono qui possibili, e che il 4° diventa: 

k = 21 , a f = 4 a a a . 

Dunque : Se un punto doppio ha una sola tangente , la quale abbia in esso in- 
contro k— punto con la curva ed incontro 1— punto con la l a polare di un punto 
generico, V abbassamento di classe prodotto dal punto doppio sarà in generale 



( l ) Mémoire sur les points singuliers des courbes algébriques planes (Mómoires 
présentós par divers savants etc. t. 26, 1877), pag. 42.— Merita di esser avvertito 
che quella proposizione ha servito di partenza al sig. Zeuthen, nella memoria Sur 
un groupe de théorèmes et formules de la geometrie énumerative (Acta mathematica, 
t. 1, 1882), per stabilire varie formolo relative alle curve con singolarità superiori. 
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espresso da quello* dei due numeri k, 21 che non supera V altro. E solo queir ab- 
bassamento sarà maggiore quando sia k = 21 , e , ponendo 



f= (ax* + . . .)'+ y (a f x' + . . .) + y*(a 2 + ...) + , 

si abbia 

a' ! = 4a a 2 . 

24. Alla questione precedente si collega una distinzione dei putiti doppi in 
varie specie. 

Un punto doppio a tangenti distinte, o nodo , abbassa la classe di 2 unità 
(n. 20). Se le tangenti hanno in esso incontrò tripunto soltanto (nodo ordinario), 
esse sono tangenti semplici. Se una tangente ha incontro (o + 2)-punto , essa è 
tangente a— pia (n. 20).— -La singolarità duale al nodo (n. 19) è data da una tan- 
gente doppia con due diversi punti di contatto. Al nodo ordinario corrisponde 
la tangente doppia ordinaria , i cui punti di contatto sono punti semplici per 
la curva. 

Un punto doppio le cui tangenti coincidano in una retta ad incontro tri- 
punto dicesi cuspide o regresso ordinario, o di l a specie. Esso abbassa là classe 
di 3 unità (n. 21). La tangente in esso è tangente semplice, ed assorbe tre delle 
tangenti condotte dal punto alla curva (n. 21).— Per dualità alla cuspide ordinaria 
corrisponderà una tangente doppia avente un solo punto di contatto , semplice 
per la curva : la tangente in un flesso ordinario (n. 18). Questa considerazione 
porta anche subito a questa conseguenza : un punto doppio, le cui tangenti coin- 
cidano in una retta che sia tangente semplice per la curva , è una cuspide or- 
dinaria ; vale a dire la sua tangente ha incontro tripunto con la curva. In altre 
parole: se un punto doppio ha le tangenti coincidenti in una retta ad incontro 
più che tripunto, questa retta sarà tangente doppia almeno ; e viceversa. 

Un punto doppio con le tangenti coincidenti in una retta ad incontro qua- 
dripunto abbassa la classe di 4 unità almeno (n. 22 , o n. 23). Se 1' equazione 
della curva si può porre, con le solite convenzioni, sotto la forma 

ax 4 + . . . + y (a' x* + ...) + y* (<** + ...) + ....= , 

ed è a 1 =|= 4 a a, l'abbassamento di classe prodotto dal punto sarà precisamente 
di 4 unità ; se invece d' 2 = 4a a 2 V abbassamento di classe sarà almeno di 5 
unità. Nel 1° caso il punto doppio dicesi tacnodo. Esso costituisce il caso più 
generale di punto doppio con una sola tangente la quale sia tangente doppia 
(n. 22j. Per dualità dà origine alla stessa singolarità. — Nel caso che a'*=4aa, 
si ha, in generale, la così detta cuspide o regresso di 2° specie. Ma non ci fer- 
miamo su questa singolarità e sulla condizione (diseguaglianza) che devon ve- 
rificare i coefficienti perchè si abbia realmente quella, e non una singolarità che 
produca un abbassamento di classe maggiore di 5. 
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Hessiana di una curva piana , e numero dei flessi. Singolarità della 
Hessiana , ed abbassamento del numero dei flessi prodotto da punti 
multipli. 

25. Si chiama Hessiana della curva piana f d' ordine n il luogo di quei 
punti le cui coniche polari si spezzano. Essa vien rappresentata uguagliando a 
zero il determinante delle seconde derivate di f rispetto alle tre coordinate omo- 
genee. Si sa, e si dimostra subito ricorrendo alla detta definizione ed alla teoria 
della polarità (n. 15), che la Hessiana passa per tutti i punti multipli di f, ed 
inoltre incontra f solo in quei punti semplici ognun dei quali è tale che la tan- 
gente ad f nel punto abbia ivi incontro più che bipunto con f. Ne segue che 
se di f fa parte una retta, oppure una linea multipla, la retta stessa, o la linea 
staranno pure nella Hessiana di f. Dimostreremo ora che solo in questi casi / 
ha comuni infiniti punti colla Hessiana. 

Indichiamo con un punto semplice di f> il quale non stia su una retta 
che faccia parte di f: cosicché la tangente t in ad f avrà ivi con f una ìnol- 
tiplicità d'intersezione finita (<») che rappresenteremo con c-H. Preso come 
origine e quella tangente t come asse y = 0, avremo : 



f= ax * 1 + . . . + y(a t + bx + ...) + y 2 (a 2 -I- . . .) + 



dove, per le ipotesi fatte su t e su (punto semplice), saranno a ed a t diverse 
da zero. Cerchiamo, nella Hessiana H di f, quello fra i termini privi della va- 
riabile y che è del minimo grado rispetto ad x. A tal fine, nello scrivere il de- 
terminante H basterà prender solo in ciascun elemento il termine privo della y 
e più basso rispetto ad x. Abbiamo così : 



o(a+l)aa 01 b (<H-l)tn-o-l)ax a 

b 2a 2 (n-l)a, 

(o f l)(n-o-l) ax a (n-1) a t (n~ o--l)(n-c— 2)ax 6 * 1 



Ne deriva che in H il termine più basso fra quelli privi di y sarà 

-o(o + l)(n- 1, *«<*!* -a?*- 1 : 
poiché questo termine esiste certo, essendo, come s' è detto, a e a, non nulli. 

VOL. XXXVI o 



Digitized by 



Google 



)( 42 )( 

Ciò posto, se f è una parte di f (che può essere anche tutta f) contenente 
il punto , non potrà y stare anche in H. Invero, poiché O è semplice per f, 
non sarà contenuto dalla residua parte di f\ e quindi il termine di f più basso 
fra quelli privi della y sarà di grado a 4 1 come l'analogo termine di f. Ora 
se la funzione f fosse un divisore di H, il termine di H più basso fra quelli che 
non contengono y dovrebbe essere almeno del grado del termine analogo di y, 
cioè almeno del grado o + l. Invece abbiamo trovato che il suo grado è e - 1. 
Giungiamo così alia seguente proposizione : condizione necessaria e sufficiente 
perchè la curva f, od una sua parte, sia contenuta nella Hessiana di f, è che f, 

quella sua parte, si componga tutta di linee, multiple per f, o rette. 

i 

26. Il fatto che , uelle ipotesi poste prima , il termine di H più basso fra 
quelli che non contengono y sia di grado e - 1 , cioè che o — 1 sia la inoltipli- 
cità d'intersezione in di t con H, permette di assegnare subito la moltiplicità 
d'intersezione in di f ed H. Basta applicare la proposizione finale del n. 7 , 
e si ottiene così che quest'ultima moltiplicità vale o — 1. In un flesso ordinario 
di f cade una sola intersezione di f colla Hessiana ; mentre in un punto sem- 
plice tale che la tangente vi abbia contatto (a+l)-punto (o>l) con f cadono c-l 
intersezioni di f colla Hessiana. Possiamo anche esprimere ciò, in modo conven- 
zionale, dicendo che un tal punto semplice di f equivale a o— 1 flessi ordinari, 
assorbe e — 1 flessi ordinari. 

Se la curva f non ha componenti multiple, né componenti rettilinee, il nu- 
mero delle sue intersezioni con la curva Hessiana, d'ordine 3(n-- 2), sarà finito 
(n. 25), ed uguale a 3n(7t — 2). Quelle intersezioni che cadono in punti semplici 
di f daranno i flessi di questa curva, contando ogni punto nei modo detto come 
equivalente ad un certo numero di flessi ordinari. Se f non ha punti multipli , 
si ha così che il numero dei flessi (ordinari) di f è uguale a 3fi(n — 2): il che 
sarà un modo abbreviato di enunciare che S(o— l) = 3?i(n — 2), estendendo la 
somma a tutti i punti di f } oppure a quelli soltanto pei quali o > 1. Se invece f 
ha punti multipli, diremo abbassamento nel numero dei flessi di f prodotto da un 
punto multiplo la moltiplicità d'intersezione, in quel punto, di f colla sua Hes- 
siana. Ed avremo allora che il numero dei flessi (ordinari), vale a dire la somma 

1 (e— 1) calcolata pei punti semplici di f, è uguale a 3n(n - 2, diminuito degli 
abbassamenti prodotti dai vari punti multipli. 

Volendo occuparci di questi abbassamenti del numero dei flessi, conviene 
che esaminiamo ora il comportamento della Hessiana di f in un punto multiplo 
di questa curva. 

27. Supponiamo dunque che il punto sia s pio, con s> l f per la curva/' 
d'ordine n(> 1). Se s= n la conica polare di un punto qualunque ha sempre un 
punto doppio in , e però la Hessiana è in questo caso identicamente nulla. 
Possiamo dunque limitarci ai casi in cui a < ». Assumen-ìo come origine, pò* 
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tremo scrivere 

ove le e sono forme di x , y degli ordini indicati dai loro indici. Per vedere 
come si comporta in O la Hessiana H di f, cercheremo quali sono i suoi ter- 
mini degli ordini più bassi ('). Indichiamo cogli apici superiori 1 e 2 apposti 
ad una 9 le derivazioni di questa funzione rispetto ad x e y , rispettivamente ; 

dx d<p 5 2 <p 6- ,2 <d £ 2 vD 
sicché f 1 , <p 2 , <p n , 9 12 , <p 22 indichino ~ , — , Tri > o~ ir > — 2 • L Hessiana H 
7 dx 1 óy 7 dx* ' dxdy cy* 

di / sarà rappresentata da 

?." + ? U 3 + i + • • • , • • • , fa-*)?, 1 f (n-s-1)? 1 ,*, 4- . . . 

<?. 18 + * 18 .+i +■ • • • , • • - , («-*)?,* + (n-«-I)?V, + • • • 

("-*)?* 1 + ( n «-Ot'if 1 + ..-,..., (n--«)(n-«-l> I +(n-8-l)(n-«-2»9 f+ ,+. . . 

ove la 2 a colonna, che non s' è scritta, si ricaverà dalla l a mutando nelle il 
primo apice, che è 1 , in un 2. Trasformiamo quel determinante , moltiplicando 
la 3» colonna per - * + 1 (che è =| - 0) ed aggiungendole poi le prime due co- 
lonne moltiplicate rispettivamente per (n - s) x , (n — s) y. La 3» colonna diverrà: 

(n - 1) ? M + 2 (n - 1) 9 l 8+ * + 3 (n - 1) ? l s ,3 + . . . 

(n - 1) * 2 , + t + 2 (n - l ) ? 8+ì + 3 (n - 1) ? 2 s+3 + • • • 

(»-l)(n-«)? s + 2(n— l)(n-«— 1) ? f+l + 3(fi-l)(n-»-2)9 i+f + . . . , 

Dividiamola per n— 1 (che è -|-0). Poi aggiungiamo alla 3» linea, moltiplicata 
per —.8+1, le prime due moltiplicate rispettivamente per (n - s)x , (n - s)y. I 
primi duo elementi della 3* linea diverranno ciò che prima eran diventati i primi 
due elementi delia 3 a colonna ; e T ultimo elemento verrà ad essere la somma 



(>) Il sig. Brill (to&er die Hesse'sche Curve, Math. Ann. t. 13, 1877-78) ha 
calcolato il 1° termine di H, deducendone le conseguenze che vedremo. Il calcolo 
che noi qui facciamo di più termini è stato adoperato più tardi , per le Hessiane 
di superfìcie, dal sig. Rohn (Dos Verkalten der Hesse'schen Fioche in dea vielfa- 
chen Punìcten una vielfachen Curven einer gegebenen Flàche , Math. Ann. t. 23 , 
1883-84).— Alcune osservazioni singolari sui contatta delle tingenti di f con la Hes- 
siana si possono trovare nella mia Nota : Sulla forma Hessiaìia (Rend. R, Accad. 
Lincei ser. 5, t. 4, 1895). 
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delle rp s+i (per i = 0, 1 , 2 , . . .) moltiplicate rispettivamente per 

(ì + 1) (n - s - ì) (- * + 1) + (n - s) i (s + i) = - (s - 1) (n - s) + i(i -f 1) (n- 1). 

Se, per riavere un determinante simmetrico, dividiamo la 3» linea per n— 1, e 
poniamo, per brevità , 

(8 — 1 ) i n - 8) 

n-l =P ' 

) per 

?•" +S 1 V«+r n s+ 2 + .•..,..., fV.+SfVrt +3? l i+i + . . . 
9* 1 * +W*-* ? 12 5+2 +...,..., ? 2 . + ,+2 ? 2 , +2 -h3<p 2 , +s + . . . 
? 1 .+i+2? 1 s+2 +3 f 1 s+3 + ...,..., -p 9 -(?-2) 7s+l -(p-6;<p f ft -(?-12)? J+i -. . 

28. Prima di procedere allo sviluppo di questo determinante conviene os- 
servare che il breve calcolo ora fatto vale senza modificazioni , nemmeno nei 
coefficienti, quando in luogo delle due variabili x , y si abbia un numero qua- 
lunque di variabili. Se queste sono più di due , si dovrà solo scrivere nei de- 
terminanti , dopo le linee e colonne l a e 2 a caratterizzate dall' avere le <p per 
primo apice superiore rispettivamente 1 e 2, altre lince e colonne col primo apice 
superiore 3,4,... Se invece si vuole applicare il calcolo fatto al campo bi- 
nario, cioè al caso di una sola variabile x ) dovremo cancellare la 2* linea e 
la 2» colonna. Dunque in questo caso , che appunto e' importa considerare pel 
seguito, THessiana di f è 



CM) 



1\ 2 

X 



?Vi + 2 ? l i+i + ■ • • i --M. -(f-2)9 I+l - 



Essa ha quindi come termine più basso — p ( ) «p, 11 <? t ; ossia , ponendo 

<o a = ax* con a-\-0 se il punto (ce - 0) è esattamente 8 — pio per f: 

-8(n-l)(n-8)a t x**'*. 

Dunque : un punto s—plo per una forma binaria d'ordine > s è multiplo secondo 
2s — 2 per la forma Ifrusiana.— Notiamo subito che, quantunque ciò risulti dimo- 
strato solo ncir ipotesi * > 1 , pure rimane vero anche se 8 = 1; cioè un punto 



Digitized by 



Google 



)( 45 )( 

che sia semplice per la forma binaria non può far parte dell'Hessiana, giacché 
la sua polare di 2° ordine ha in esso un punto semplice, non ha punto doppio. 
Possiamo ora risolvere subito la questione di vedere in quali casi 1* Hes- 
siana di una forma binaria svanisce identicamente. Se è un punto di una for- 
ma siffatta, esso non può esser semplice; se no non annulla r Hessiana, come 
ora s'è detto. Sia dunque s— pio, con s > 1. Allora nell'espressione dell'Hessiana 
il termine più basso è quello dianzi scritto. Perchè esso svanisca, essendo n>l, 
ar|-0, occorre che sia *= n. D'altronde se la forma binaria d'ordine n ha il 
punto per n-plo la forma Hessiana sarà indeterminata. Dunque: la condizione 
necessaria e sufficiente affinchè la Hessiana di una forma binaria d'ordine n sva- 
nisca identicamente è che la forma si riduca ad un elemento n—plo (*). 

29. Dopo questa digressione, ritorniamo al determinante ottenuto alla fine 
del n. 27 come Hessiana (a meno di un fattor costante) della curva f. Svilup- 
piamo quel determinante, cambiato di segno, scrivendo in una stessa linea, op- 
pure collegando mediante j ( , i termini di uno stesso ordine, a partire dall'or- 
dine minimo. Indicando per brevità con 7i(<p) la Ilessiana nel campo binario di 
una forma binaria <p di x,y , cioè l'espressione <p 11 <p* 2 - (<p 12 )*, otteniamo che H è 



(n — 1\ 2 
-\ moltiplicato per 



9 <?« M?*) 

+ i(*>-6)?,. 2 %J+(?-2^^ 

4- termini d'ordine superiore. 

Il 1° termine, il più basso, è d'ordine Ss - 4. La forma ? a che vi compare 
rappresenta, come sappiamo, le tangenti in ad f. Quel 1° termine manca solo: 
quando p = 0, cioè s = n, nel qual caso l'Hessiana è identicamente nulla ; e quan- 
do h(o t ) = , cioè (n. 28> 9, è la potenza s — esima di una forma lineare , le * 
tangenti in ad f coincidono. Dunque : la Hessiana di una curva f d'ordine n 



(*) Hesse ha dato nel t. 42 (1851) del Journal di Creile il teorema più gene- 
rale, che le forme ad un numero qualunque di variabili, il cui determinante Hes- 
siano svanisce identicamente, sono le forme d'ordine n con un punto n - pio. Invece 
Oordan e NOther, trattando più completamente la questione nella Memoria Ueber die 
aìgtbvaischen Formen , deren Hesse* sche Determinante (dentiseli verschwindet (Math. 
Ann. t. 10, 1876), hanno dimostrato che il teorema di Hesse è vero solo se il nu- 
mero delle variabili è 2 , 3 , 4. 
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con punto s-plo 0, quando s < n e le s tangenti ad f in non coincidono tutte 
in una, ha in la moltiplicità 3s — 4 e per tangenti quelle a tangenti di f ed 
il gruppo di 2s - 4 re#e che ne è VHessiano. Queste tangenti in alla Hessiana 
di f saranno tutte distinte fra loro, se tali sono le tangenti ad /; ma (per la 
prima proposizione del n. 28) se s' (< s) tangenti di f in coincidono in una, 
in questa coincideranno s' + (2s f — 2) cioè 3s r - 2 tangenti all' Hessiana. 

La Hessiana di f avrà in O moltiplicità maggiore di 3s - 4 solo quando le 
s tangenti in ad f coincidano Ut>tte. In tal caso, ponendo 

(n — 1\ 2 
- J , diventa : 

+(?-2M*-l)y , -^ -+ yVi+^^ 
+ termini superiori 

L'attuale primo termine non può, nelle nostre ipotesi (*>l,*<ni, svanire se 
non quando ? u f+1 =0, cioè quando ? s+ j contiene x solo al 1° grado. Tolto questo 
caso, avremo che : se le s tangenti in ad f coincidono in una, il punto Aa 
moltiplicità 3s — 3 per la Hessiana, e 2s — 2 tangenti in esso a questa coincidono 
nella tangente di f. Quanto alle rimanenti s — 1 tangenti dell' Hessiana , cioè 
c n s+1 = 0, esse si possono ottenere così. Si consideri la polare d'ordine s + 1 di 
rispetto ad f, cioè (n~8)y* + <p s+1 =0; quel gruppo di s — 1 rette <? n s+1 è la 
2 a polare di un punto qualunque della tangente in ad f, y = 0, rispetto alla 
curva d'ordine s + 1 ; oppure anche, osservando che la Hessiana di questa si ri- 
duce (come segue anche dalle cose precedenti) a y**~ 2 ' ? n a+1 = 0, il gruppo delle 
s — L rette cp n a+1 è il gruppo delle rette che congiungono ai flessi della detta 
polare d'ordine + 1 di rispetto ad f. 

ha Hessiana di f avrà in moltiplicità almeno uguale a 33—2 quando le s 
tangenti in O ad f coincidono, in una retta la quale, contata s volte, faccia parte 
della polare d'ordine s -v 1 di rispetto ad f. Si possono anche esprimere queste 
condizioni così : il punto («—pio per f) è tale che la sua polare d'ordine s + 1 
ha un punto (s 4- l)-plo P. Ciò equivale, per la teoria della polarità, a dire che : 
il punto is-pZo per f ) è (a + ì)-plo per la l a polare di un certo punto P. Se 
si pone ancora 
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Tnlteriore condiziono perchè sia multiplo almeno secondo Ss - 2 per l'Hessiana 
è, come abbiamo trovato : 

essendo a, b costanti. Sostituendo nello sviluppo deli'Hessiana si trova ora come 
1° termine, a meno di un fattor costante non nullo , 

y**~* [ (n - «) «p» +1 - (n - s - 1, a' y« ]. 

Dunque : se l'espressione fra [ ] non svanisce, la Hessiana avrà in esattamente 
la moltiplicità 3* — 2, e di nuovo come nel caso precedente 2s — 2 tangenti in 
alla Hessiana cadono nella tangente di f ( 1 ). 

La Hessiana avrà in moltiplicità almeno uguale a 3*-l se, oltre alle 
condizioni già poste per y 9 e 9 <+l si ha 

(fi - s) 9» I+1 -(»-,_!) <*V =0. 

donde, con una doppia integrazione, si ricava 

n— s— 1 



^«+8 = 



2(n-*) 



a 1 ac* y* -+- e xy*+ x + dy*"*" 2 ? 



essendo c,d nuove costanti. L'equazione della curva f } quando si prenda 
come origine e la tangente come asse y = 0, deve dunque avere la forma : 

y' [l + ax + by 4- ZfaI7\ a * x% + cxy + dy J + (f «+ 3+ • • • - °- 

30. Ponendo * = 2 nei risultati precedenti troviamo la moltiplicità dell* Hes- 
siana in un punto doppio di f. 

Se O è un nodo per f l'Hessiana avrà pure in un punto doppio, e preci- 
samente un nodo con le stesse tangenti di f. 

Se è una cuspide ordinaria o di 1* specie per f, V Hessiana avrà per 



(*) Nella Memoria del sig. E. KOtter : Die Resse* sche Curve in rein geome- 
trischer Behandlung, 1888 (Math. Ann. t. 34) è stabilito un teorema molto generale 
solla moltiplicità e sulle tangenti dell' Hessiana in un punto singolare di f : esso 
contiene in sé tutti i casi qui considerati (veggasi l'enunciato alla fine di quella. 
Memoria, dove in luogo di v + o < p si deve leggere v + o < 2p). 
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punto triplo, e due delle sue tangenti in questo punto coincideranno con la tan- 
gente ad f. 

Se è un tacnodo di f, l'Hessiana avrà ancora in generale questo punto 
per punto triplo ( 1 ) ; con la sola particolarità che la 3 a tangente ad essa in O, 
la quale è rappresentata in generale da <r 3 n = 0, nel caso attuale che <p 8 contiene 
il fattore y viene a coincidere anch'essa con la tangente y - di f: vale a dire 
tutte tre le tangenti dell'Hessiana in coincidono con la tangente ad f.-— L'Hes- 
siana avrà in moltiplicità maggiore di 3 solo quando 9 8 contiene il fattore y 2 , 
sicché 

/= y l (1 + ax + by) + ? 4 + . . . . 

Allora f ha in un tacnodo particolare, che per certe ragioni si potrebbe chia 
mare tacnodo simmetrico od armonico : l'Hessiana di f vi ha in generale un punto 
quadruplo, di cui due tangenti cadono nella tangente ad f (*;. 

L'Hessiana ha un punto quintuplo in se questo punto ha per f singolarità 
(una particolare cuspide superiore) tale che 

n — 3 
f= y 2 (l + ax + by + ^ZTÌ a% x * v CX V + d V % ) + ?*+••• 



31. Veniamo finalmente all'abbassamento prodotto nel numero dei flessi della 
curva f d'ordine n dai suoi punti multipli ; vale a dire (n. 26) alla moltiplicità 
d' intersezione , in questi punti % di f colla Hessiana. Dovremo limitarci ad al- 
cuni casi. 

Sia anzitutto «—pio per f, sicché 

f=<f s + <p I+1 + <t s , 2 + . . . , 
e lo sviluppo dell'Hessiana sarà quello scritto sul principio del n. 29. La mol- 



(*) Non quadruplo , in generale , come dicono il Brill (loc. cit. , in nota a 
pag. 178), ed il Kòtter (loc. cit. , nota a pag. 147 - 8). 

(*) Il sig. Wolffing, nella Memoria Ueber die Hesse'sche Covariante einer gan- 
zen rationalen Function von terndren Formen (Math. Ann. t. 36 , 1889), ha incon- 
trato pel primo, sembra, questa specie particolare di tacnodi, e la particolarità che 
essi presentano per l'Hessiana.— Veg^asi anche una mia Nota Su alcuni punti sin- 
golari delle curde algebriche , e sidla linea parabolica di una superficie, nei Rendi- 
conti della R. Accad. dei Lincei, ser. 5, t. 6°, settembre 1897. 
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tiplicità d'intersezione in O per le due curve non muterà (n. 3) (*) se si altera 
T equazione della seconda, sottraendone la prima moltiplicata per ?•&(¥•) '• con 
che si ottiene : 

-f termini superiori. 

Ora questa nuova curva ha in moltiplicità 3* — 3, almeno. Se supponiamo che 
le tangenti di / in 0, cioè le rette ?, , sian distinte ed abbiano con f incontro 
(# + l)-punto soltanto, nessuna di esse potrà annullare l'insieme dei termini scritti, 
d'ordine 3* -3, della nuova curva; poiché non annullerà né 1' Hessiano h(y t ), 
né la forma 9,^. In quell'ipotesi dunque ha luogo effettivamente la moltiplicità 
3* - 3, e di più le tangenti in O a quella curva saran diverse dalle tangenti ad 
f. Quindi (n. 6) la moltiplicità d'intersezione cercata varrà s (3s — 3). Un punto 
s-plo di f abbassa in generale di 3s(s - 1) unità il numero dei flessi; V abbassa- 
mento è maggiore solo quando : le s tangenti ad f in quel punto non sono tutte 
distinte, oppure una di esse ha ivi incontro più che (s + Impunto con f. 

In particolare il numero di flessi assorbiti da un nodo ordinario è 6. Un 
punto doppio assorbe più che 6 flessi : quando una tangente ha in esso incontro 
più che tripunto, e quando le due tangenti coincidono. 

Esaminiamo appunto il caso del punto doppio a tangenti coincidenti : 

L'equazione trovata per l'Hessiana (n. 29) nel caso che <? g = y s si riduce, per 
a = 2, a 

P V' «Ps 11 + J(P - 2) <p 3 <fs 11 + py* [ - a(<?s) + ?4 U J + OP3 1 ) 2 ] + termini superiori. 

La moltiplicità d' intersezione di questa curva con f in non muterà se da 
questa curva si sottrae f moltiplicata per pcp 3 u : sicché essa diventa 

(«pY)* - 2q? 3 ? 3 U + py x [ g % 3 ) + ¥4" J + termini superiori. 



(*) Invece di applicare, qui e poco dopo (pel caso di doppio a tangenti coin- 
cidenti), il n. 3, si potrebbe profittare del n. 13 : ma con ciò non si avrebbe alcun 
vantaggio sensibile. 



YOL. xxx vi. 
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I termini scritti sono del 4<> ordine. Perchè la retta y = annulli il loro insieme, 
cioè annulli C^ 1 )* — 2? 3 c 3 n , dovrà annullare qp 3 : invero se si indica con ax s il 
termine di <p 3 indipendente da y, V analogo termine in (9 1 8 ) 1 — 2? s <p 8 n sarà 
Còax 1 ) 1 — 2ax 3 -6ax = - Sa 1 a? 4 , e svanisce solo se a = 0, cioè se <p 3 contiene il fat- 
tore y. Se ciò non accade, la curva considerata ha in O un punto quadruplo , 
con le tangenti diverse dalla y — : e però la moltiplicità d' intersezione con f 
in sarà 8. Se invece <p 3 è divisibile per y , quella curva avrà in un punto 
quadruplo con la y = come tangente, oppure avrà in moltiplicità maggiore 
di 4 : in ogni modo le sue intersezioni con f che cadono in saranno più di 
8. Dunque : una cuspide ordinaria abbassa il numero dei flessi di 8 unità; ogni 
altro punto doppio a tangenti coincidenti (tale cioè che la tangente unica abbia 
incontro più che tripunto) produce nel numero dei flessi un abbassamento mag- 
giore di 8. 



ERRATA-CORRIGE 
Pag. 9, nell'ultima delle linee (3) del determinante, dopo (3 r+1 , invece di 
Pr sì ^gga P r+2 . 

Pag. 15 linea 12, si raddrizzi l'esponente x in y x . 

Pag. 18 linea 4 da sotto , invece di b leggasi b , 

Pag. 19, nella 2 a linea dopo il determinante, invece di (x+1) leggasi (r+1). 

Pag. 35 linea 3, invece di > 1 leggasi >1. 
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FRANCE SCO BR IOSCHI 

CENNO NECROLOGICO 

PER 

ALFREDO CAPELLI 



É doloroso che nelle stesse pagine destinate ad illustrare e divulgare i pro- 
gressi della scienza debbano , ahi ! troppo spesso , esserne constatate anche le 
perdite. E a quanta perdita intenda io qui di accennare, ben lo ha compreso 
chiunque ha letto nella intestazione di questo mesto articolo di cronaca il nome 
di Francesco Brioschi! Un nome che è per sé solo un capitolo di storia, tanta parte 
della storia delle matematiche in Italia nella seconda metà di questo secolo, il 
nome del Nestore dei matematici italiani, che tutti, dai più provetti ai più gio- 
vani, abbiamo appreso a venerare appenachè abbiamo appreso che qualche cosa 
di veramente venerabile vi è in questa scienza da noi prediletta. In questa scienza 
che con passi ora lenti ed ora rapidi , di cui le prime orme si perdono nella 
notte dei tempi, ma sempre avanzando, ha saputo tracciarsi attraverso ai secoli 
quel cammino che 1' ha condotta ad altezze insperate, dalle quali può ormai do- 
minare tanti e cosi svariati orizzonti scientifici. In questa scienza tanto vecchia 
e al tempo stesso tanto nuova, cosi degnamente rappresentata dal Brioschi an- 
tico per meriti ma sempre giovanissimo per ardimento scientifico , per P entu- 
siasmo dell' animo sempre aperto al fascino di ogni nuova scoperta e per quel- 
l'attitudine sua speciale ad assimilarsene gli elementi più essenziali. Del 
Brioschi che pure ebbe dinanzi a se un cammino assai lungo da percor- 
rere , con mete molto alte e molto varie da raggiungere, un cammino tracciato 
con rigidezza e severità matematica e percorso con quelP invidiabile corredo , 
che a tutti è ben noto, di acutezza, prontezza e versatilità d'ingegno, di lar- 
ghezza di vedute, di ardimento nel concepire, di tenacia instancabile nell'ese- 
cuzione. 

Francesco Brioschi nacque in Milano il 22 dicembre 1824. A diciotto anni era 
già dottore in matematiche, a ventisette anni professore nella Università di Pa- 
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via. Nel 1861 creò l'Istituto Tecnico Superiore di Milano nel quale rifulse poi 
sempre come direttore e come insegnante dei più svariati rami di matematica 
pura ed applicata. Tenne pure insino agli ultimi suoi giorni, dopo averne trasfe- 
rita la sede a Milano nel 1867 , la direzione degli Annali di Matematica pura 
ed applicata, l'importante periodico che tanto contribuì a mantenere alto, nel- 
T ultimo trentennio , il livello della scienza matematica italiana. L' esuberanza 
pressoché prodigiosa delle sue forze lo spinse quasi fatalmente a ricercarne uno 
sfogo anche in altri campi estranei a quello della pura scienza. In questo però 
raccolse i suoi più belli allori, quegli allori che gii assicurarono una fama im- 
peritura; in questo si acquistò un diritto incontestàbile alla riconoscenza del paese 
per essersi sempre ed indefessamente adoperato, non solo come scienziato ed in- 
segnante, ma altresì come uomo pubblico, col criterio sicuro della sua alta in- 
telligenza, a difendere ed assicurare la serietà degli studi matematici in Italia 
e procurarne in ogni modo e sotto tutti i rapporti la prosperità ed il progresso. 

Francesco Brioschi si spense il dì 13 dicembre 1896, quasi improvvisamente, 
come soldato sul suo posto di combattimento, quando la sua operosità ancora 
giovanile appariva promettitrice di altri nuovi e copiosi frutti! 

L' opera scientifica del Brioschi non è di quelle che si possono facilmente 
riassumere (*). Perciò non mi è possibile di delinearne qui che due o tre tratti 
più spiccati, fra quelli che caratterizzano la sua figura di sommo analista. Ana- 
lista nel significato più completo della parola; poiché, per quanto riguarda le sue 
doti personali , egli riunì in se stesso due qualità che si trovano in altri assai 
spesso disgiunte, quella di eminente calcolatore e quella di ricercatore geniale 
e profondo. E per quanto riguarda il campo delle sue ricerche , è ben difficile 
il decidere se maggiori allori abbia egli raccolto nel campo delle funzioni alge- 
briche o in quello delle funzioni trascendenti, due campi così profondamente di- 
stinti e pur da lui coltivati con pari famigliarità. 

Per quanto riguarda 1' analisi algebrica , il nome dei Briosohi va innanzi 
tutto collegato alla teoria dei determinanti. Si deve infatti in buona parte al suo 
notissimo libro sui determinanti, un' originale e splendida monografia dell' argo- 
mento, la diffusione di questa teoria in Italia e l'uso dei determinanti , oggimai 
divenuto sistematico, in quasi tutti i rami dell' analisa matematica. Vengono poi 
le sue note e memorie, numerosissime, sulla moderna teoria degli invarianti e 
covarianti. Molte di queste sono della più alta importanza e lo palesano degno 
collaboratore degli illustri fondatori di questa teoria. In quante di esse non ci 
sembra infatti di ravvisare la stessa impronta geniale dei lavori di Cayley , di 
Sylvester, di Hermite? 



(*) Del resto, chiunque desideri di esserne più ampiamente informato, potrà leggere 
quanto ne ha già scritto magistralmente il Beltrami (Vedi il Tomo XXVI degli Annali di 
Matematica pura ed applicata, 1897). 
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Nel campo delle funzioni trascendenti fo il Brioschi per una serie assai 
lunga di anni , insino ad oggi , il principale rappresentante in Italia di quegli 
stadi e di quelle ricerche che partendo dai primi fondamenti , ormai classici, 
delle funzioni ellittiche, mettono capo air ardua teoria delle funzioni abeliane. 
Questi studi, già tanto coltivati in Germania, trovarono anche in Italia molti am- 
miratori e cultori appassionati. Neanche mancarono ad essi in Italia ricercatori 
originali che trovassero opportuno di dedicare al progresso di queste difficili 
teorie il fiore e l'acume della loro intelligenza, ma furono pochissimi. Di questi 
pochissimi fu il Brioschi l'antesignano. E con quanto ardore egli si studiasse di 
diffondere fra noi queste teorie, ce lo dicono la sua traduzione in lingua italiana 
del libro del Cayley sulle funzioni ellittiche da lui arricchito di aggiunte prege- 
volissime, e più ancora le sue tante note e memorie, dalle quali appare chiara- 
mente come la tecnica del calcolo delle funzioni ellittiche ed iperellittiche fosse 
a Ini non meno famigliare di quel che sia alla comune dei matematici il calcolo 
delle funzioni trigonometriche. 

La distinzione, cui ho già pocanzi accennato, fra il campo algebrico ed il 
campo trascendente si va oggidì sempre più accentuando con gran vantaggio 
della trattazione sistematica di tutti i vari rami delle matematiche. Questa di- 
stinzione fa da una parte risaltare in una luce tutta speciale P indole e l'impor- 
tanza di certe questioni, coinè per esempio di quella , oggimai così felicemente 
risoluta, della trascendenza dei numeri e e k. Dall'altra parte è essa ben lungi 
dall'avere per iscopo di isolare gli uni dagli altri i cultori dei due campi. Che 
anzi si deve appunto in essa ricercare la vera ragione di queir attrazione tutta 
particolare che esercitano sullo spirito del matematico moderno quelle questioni 
che hanno per oggetto di scoprire i legami algebrici delle funzioni trascendenti. 
A qnest' attrazione dovette nel più alto grado essere sensibile il Brioschi che 
di questo felice connubio della ricerca algebrica colla ricerca trascendente ci la- 
sciò un esempio così caratteristico nelle sue memorie magistrali sulla risoluzione 
delle equazioni dei 5° grado per mezzo delle funzioni ellittiche. Non si può far 
menzione di questo importante argomento senza aggiungere il nome del Brioschi 
a quello dell' Hermite e a quello del Kronecker che lo ebbero collaboratore nella 
risoluzione di questo problema memorabile e come lui non si stancarono mai di 
ricercare nella trasformazione delie funzioni ellittiche ed abeliane nuovi e pre- 
ziosi elementi da impiegare poi a vantaggio dell'algebra. A questo suo indirizzo 
si conservò egli fedele insino all' ultimo. Anche nelle sue ultime e recentissime 
pubblicazioni si nota sempre lo stesso passaggio alternativo dalla teoria inva- 
riantiva delle forme algebriche alle questioni di indole trascendente. Si direbbe 
che dal cozzo degli elementi eterogenei egli sperasse veder sprigionarsi da un 
momento all'altro qualche nuova scintilla che egli si teneva pronto a cangiare 
ben tosto in fiaccola rivelatrice di nuovi veri. 

È sommamente desiderabile che le opere del Brioschi, disperse nei vari 
periodici e nei Rendiconti delle Accademie d' Italia e dell' Estero, vengano pre- 
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sto ristampate in un' unica raccolta che sarà il più bel monumento alla memo- 
ria dell'insigne scienziato. Anche il Giornale di Matematiche, che il Briosohi 
onorò di speciale benevolenza, possiede di lui alcuni scritti* 

Intorno ad una trasformazione delle forme quadratiche (Tomo I, 1863). 

Sopra una proprietà delle forme binarie (Ibid.). 

Lezioni sulla teoria delle funzioni Tacobiane ad un solo argomento (Tomo II, 
1864). 

Sulle proprietà di una forma biquadratica (Tomo XXII, 1884). 

Da questo giornale, che è stato da oltre trent' anni la palestra nella quale 
si agguerrirono le forze più giovanili della nazione , parta ora l'estremo saluto, 
un saluto affettuoso e riverente, alla memoria venerata del Brioschi che le forze 
dei giovani ingegni seppe così ben valutare, sostenere e rivolgere al progresso 
delle scienze matematiche nel nostro paese! 
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LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 

A COEFFICIENTI ALGEBRICI INTEGRABILI ALGEBRICAMENTE 
STUDIATE IN BASE ALLA TEORIA 
DELLE « FUNZIONI FUCHS1ANE » DEL POINCARÉ 

PEL 

Dott. ADOLFO VITERBI. 

(Continuazione e fine-v. Voi. XXXV, pag. 150-173). 



III. 



1. Passiamo ora a considerare un'altra questione quella cioè che consiste 
nella determinazione degli integrali della (a) come funzioni algebriche della va- 
riabile indipendente oc. Ricorderemo pertanto che come già si disse (v. Cap. Io, 1) 
fa dimostrato dal Poincaré che tutte le funzioni fuchsiane relative a un certo 
gruppo appartengono ad uno stesso corpo algebrico, talché ciascuna di queste 
funzioni si può esprimere razionalmente mediante due fra esse costruite nel modo 
più generale, le quali poi sono legate fra loro da una relazione algebrica. Ora 
la superficie di Riemann relativa a questa relazione algebrica non differisce, dal 
punto di vista della Analysis situs della superficie chiusa che s'ottiene tagliando 
fuori dal piano lungo i suoi lati, il poligono generatore del gruppo fuchsiano 
corrispondente alle funzioni considerate, indi deformandolo con processo arbi- 
trario, purché continuo, in guisa che vengano a coincidere i punti coniugati se- 
condo le sostituzioni del gruppo, che vengano cioè a coincidere i vertiei appar- 
tenenti a uno stesso ciclo, mentre combaceranno due a due i lati coniugati fra 
loro secondo le sostituzioni fondamentali del gruppo. 

Applichiamo pertanto queste considerazioni al gruppo g. Deformando il suo 
poligono generatore P nel modo anzi detto, otterremo una superficie chiusa che 
designeremo con S m . Le singole coppie di lati coniugati di P forniscono un si- 
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stema di tagli, mediante i quali la superficie stessa vien ricondotta ad essere 
semplicemente connessa ; e i due lati coniugati costituenti una data coppia sono 
precisamente i due lembi del taglio corrispondente. Naturalmente la superfìcie 
S w è divisa in m regioni corrispondenti una per una agli m poligoni R , costi- 
tuenti P . Le proprietà fondamentali di detta superficie non verranno alterate 
quando essa si sottoponga ad una deformazione continua, senza lacerarla. E del 
pari le « modificazioni lecite » eseguite , nel piano della variabile e su P non 
fanno che trasformare il primitivo sistema di tagli della S m fornito dai lati di 
P in un altro sistema, che, al pari del precedente, la riduce ad essere'semplice- 
mente connessa. Per semplicità poi indicheremo le regioni in cui è divisa la S m 
coi simboli delle sostituzioni mediante le quali furono ottenuti da R i singoli 
poligoni R, a cui corrispondono dette regioni. Si ha cosi una corrispondenza re- 
ciprocamente univoca fra i punti di P e quelli della S m . Infatti, detto, colla 
solita notazione, I^z) un certo punto situato entro la regione R ottenuta da R, 
mediante la sostituzione Z { punto che sarà il coniugato d' un certo punto z si- 
tuato entro R mediante la sostituzione in parola, è evidente che a questo punto 
corrisponderà un certo punto della S m situato entro la regione designata coll'in- 
dice 2^. Cosi possiamo, ponendo una convenzione, la quale può riguardarsi come 
una conseguenza di quella fatta alla fine del cap. II riguardo al gruppo G, sta- 
bilire una corrispondenza fra l'intera porzione del piano situata entro il cerchio 
fondamentale e la superficie S m . La convenzione da farsi consisterà nel supporre 
che tutti i punti dell'accennata porzione di piano, i quali sono coniugati secondo 
una qualsiasi sostituzione di g } abbiano per punto corrispondente, un unico punto 
di S m . Perciò tutti i punti ottenuti da l^z) mediante una qualunque delle sosti- 
tuzioni di g si potranno riferire al punto della S m che corrisponde a £,-(«), cosic- 
ché ad un unico punto di S m ne corrispondono varii del piano. Da ciò, in virtù, 
delle proprietà generali enunciate per il gruppo G, che cioè : « La stessa sosti- 
tuzione, mediante la quale si passa da un punto situato entro un certo poligono 
R a ad un uno situato entro un certo poligono R ft , fa passare dallo stesso poli- 
gono R al poligono R b e che ciascuno dei poligoni R contiene il coniugato d'un 
dato punto situato entro un altro poligono R secondo un'unica sostituzione di G » 
risulta che tutti i poligoni R coniugati secondo una sostituzione di g corrispon- 
dono ad un'unica regione di S w . 

Così, dati due punti del piano che siano coniugati rispetto a g, e congiuntili 
mediante una linea qualunque, è evidente che a questa linea corrisponderà sulla 
S m una linea chiusa, che i suoi estremi corrispondono ad un unico punto di 
quella superfìcie. Dal fatto poi che la S m fu ottenuta da P mediante una defor- 
mazione continua senza lacerazioni, risulta evidente che le regioni che la com- 
pongono si succedono nello stesso ordine nel quale si succedono i poligoni R 
nel piano. 

2. Dalle proprietà fondamentali di g derivano poi proprietà speciali per la 
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S n . Così si ha che tutte le sostituzioni di G, essendo ad esse permutabili le so- 
stituzioni di g f trasformano P in so stesso prescindendo da modificazioni lecite: 
quindi esse trasformano la S m in sé stessa, che ciascuna delle sostituzioni in 
parola non fa che permutare fra loro i poligoni R costituenti P e quindi pro- 
duce lo stesso effetto sulle regioni in cui è divisa la S m , il che risulta dalla con- 
venzione fatta nel cap. II per G e in questo capitolo (N° 1) per i punti della 
porzione di piano suddivisa mediante G. Così il fatto che g sia sottogruppo di 
G d'indice m porta con sé l'altro che la corrispondente superficie S m venga tra- 
sformata in sé stessa in m modi diversi, senza che venga alterata la sua suddi- 
visione in regioni. Ciascuna trasformazione s' ottiene prendendo rispettivamente 
per punto di partenza, anziché la regione corrispondente a R , una delle altre 
m— 1 regioni (naturalmente fra queste trasformazioni va compresa anche quella 
identica). L'insieme di queste m trasformazioni è un gruppo d'ordine m, che ha ' 
rispetto a G identiche proprietà del gruppo G. 

Inoltre fa dimostrato dal Klein (op. cit.) che la superficie S m è atta al pari 
del poligono L , a definire il gruppo g. Noi ci limitiamo a enunciare questa 
proprietà, non essendo necessario, per il fine propostoci, riprodurre la dimostra- 
zione del Klein. 

3. Ora, presi in esame P e la superficie chiusa S m a cui esso si riduce col 
procedimento dianzi indicato , supponiamo che a ciascun punto di P sia con- 
giunto il corrispondente valore di x = f(z) e che lo stesso avvenga sulla S m , 
come se quei punti fossero oggetti aventi esistenza materiale. Allora i valori di 
se, i quali in tal guisa si trovano a coincidere coi singoli punti della S m , varie- 
ranno continuamente su di essa per la sua stessa natura, in corrispondenza alle 
variazioni che subisce z su P . Così Tessere x=f(z) funzione fuchsiana di z, am- 
mettente il gruppo G porterà con sé che, incenerale, un dato valore complesso 
di x compaia in m punti distinti della S w , quando tale valore di x sia quello 
corrispondente ad un punto regolare, laddove quando si tratti di punti singolari 
alcuni degli m punti, a cui corrisponde uno stesso valore di x, coincideranno. 
Ora si vede che il problema della rappresentazione conforme della S m sul piano 
x coincide col problema della rappresentazione conforme su detto piano d'una 
superficie di Riemann, mediante una delle sue funzioni algebriche, in generale 
a più valori, in modo che ciascuna coppia di valori della variabile indipendente 
e di detta funzione sia rappresentata in un sol punto. Dalla teoria delle funzioni 
abeliane sappiamo che s' otterrà come imagine della superficie accennata , un 
altra superficie di Riemann a tanti fogli quanti sono i valori della funzione im- 
piegata per la rappresentazione corrispondenti a un unico valore della variabile 
indipendente : in ciascuno di questi fogli compare uno dei punti analitici definiti 
da un certo valore della variabile indipendente e da uno degli speciali corrispon- 
denti valori della funzione. Ora un integrale della (a), che designeremo (espresso 
in funzione di z) con u(z) può riguardarsi precisamente come una funzione a m 
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Valori sulla S m , la quale assume un valore distinto in ciascuno degli m punti 
della S tA , a cui corrisponde un dato valore unico di x=f(z) ; punti questi che 
saranno evidentemente i corrispondenti dei valori : 

Z (z) - z , l t {z) Z».i(«). (*) 

Ne viene che la rappresentazione conforme della 8 m sul piano della varia- 
bile x sarà una superficie di Ribmann a m fogli, che potremo indicare con S f m . 
11 genere di quest'ultima superficie è = a quello di S m e quindi, in base a una 
convenzione posta dal Poincaré, il genere di S' m è = a quello di P . Cosi molte 
volte può riuscire più vantaggioso sostituire la considerazione della superficie S m 
a quella della superficie S' m . E seguendo il Klein diremo essere la S m una « su- 
perficie di Riemann » nello spazio. E ad ogni regione di questa corrisponderà 
un foglio delia S' w e viceversa, in modo che si possono facilmente applicare alla 
S' w le considerazioni che valgono per la 8 m , osservando che sui fogli della S' m 
riguardati come sostegni di valori della x=f(z) si può ragionare precisamente 
come sulle regioni della S w . Cosi anche la S' m , come dimostrò il Klein, è atto 
al pari di P e della S m a definire il gruppo g. Risulta pertanto da quanto pre- 
cede che le funzioni fuchsiane ammettenti il gruppo g saranno funzioni alge- 
briche di x a m valori, ossia saranno funzioni uniformi sulla S' m , poiché fissato 
nel piano della z un certo punto z interno a R , gli m punti corrispondenti ri- 
spettivamente a «, Z t (z) ,..., - M _i(s) si. distribuiranno uno per foglio sugli m fogli 
della S' m , in ciascuno dei quali una funzione fuchsiana relativa al gruppo g 
avrà un valore diverso, mentre la x=f(z) avrà per tutti il medesimo valore. Di 
più, se è o una sostituzione qualunque di g, il punto e Z f .(«) (i = 0, 1, 2 ,..,. m— 1) 
avrà per punto corrispondente sulla S' m lo stesso punto di £<(«) e nello stesso 
tempo, qualunque funzione fuchsiatìa relativa a g, ad es. u(z) (') ha là proprietà: 

u |oZ 4 («)|=Jj £,(«)!■ 

Perciò vale la seguente proposizione : 

Fra le funzioni fuchsiane ammettenti il gruppo g vi sono le stesse relazioni 
algebriche che fra le funzioni algebriche definite sulla S' m . 



( 1 ) Supporremo d'ora in avanti che S # , S t ,..., £ m-1 siano precisamente le sosti- 
tuzioni di G corrispondenti rispettivamente alle regioni R da riunirsi per formare P . 

( 2 ) Converremo di rappresentare col simbolo u(z) o semplicemente u un inte- 
grale qualunque della (a) espresso in funzione di z t il quale espresso in funzione di 

x sia designato con ti, cosicché u rappresenta la forma che assume u in funzione 
di z. 
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E le funzioni fuchsiane ammettenti il gruppo g sono tali che fissatane una 
w(z) un dato sistema speciale di valori: io (z) , x = f(z) compare in un unico 
punto del poligono P , sotto la convenzione posta per i punti di questo poligono. 
Così u> , x sono legate da una relazione algebrica irriducibile di grado m in io: 

(2) A to'* + A t co* 1 - 1 . . . + A m _ f co + A w = 

ove siano A , A t , ... , À m polinomi razionali interi in x. 

4. Gli integrali della (a) sono tutti, come s' è visto (cap. 11°) funzioni fuch- 
siane ammettenti il gruppo g : quindi saranno (v, cap. 1° . 1) funzioni algebriche 
appartenenti ad uno stesso corpo algebrico. Da ciò deriva che : • 

Io Ciascuno di detti integrali è esprimibile razionalmente mediante x ed 
un altro di essi. 

11° Le equazioni algebriche a cui sodisfano rispettivamente tutti questi 
integrali avranno tutte il medesimo grado. 

Si vede poi che una determinazione deir integrale generale dell' equazione 
(a) si può assumere come funzione di z in m modi diversi a seconda del foglio 
della superficie di Riemann S' m che si fa corrispondere al poligono R, assunto 
come base d'operazione. Infatti a un dato valore di x corrispondono, in gene- 
rale, m valori per detto integrale, i quali si trovano distribuiti sugli m fogli 
della S' m : ora nella corrispondenza univoca che per il modo stesso con cui fu 
definita la S' m , v'è fra i fogli di detta superficie e le regioni R costituenti P , 
il foglio da farsi corrispondere a R si può scegliere ad arbitrio, perchè i poli- 
goni di forma analoga a quella di P che s'ottengono facendo corrispondere a 
R successivamente gli m diversi fogli in parola , differiranno fra loro solo per 
modificazioni lecite. Ne viene che, come valore iniziale del nostro integrale 
espresso in funzione di z, si può assumere ciascuno degli m valori che esso ha 
sui fogli della S' w , dovendosi sempre prendere come tale quello che assume sul 
foglio che si fa corrispondere a R . È evidente che le m funzioni che s' otten- 
gono fissando il valore iniziale d'un dato integrale della (a), in m maniere di- 
verse, nel modo ora detto, sono funzioni fuchsiane di z ammettenti rispettiva- 
mente come gruppi altrettanti sottogruppi equivalenti di G. Infatti detta, al so- 
lito, ù una certa determinazione dell'integrale generale della (a), le m funzioni 
a cui esso dà luogo, nel senso dianzi indicato t saranno : 

ma quando z subisce la sostituzione a(z) appartenente a g } £<(z) (i=l, 2 ... m— 1) 



Digitized by 



Google 



)( 60 )( 

subirà la sostituzione S^" 1 a Z^s) del gruppo Zf 1 g 2< equivalente a g y perchè 
g è sottogruppo distinto. 

E 2," 1 g -i lascia invariata la funzione u { 1,(2) j. 

Ora, essendo (E =sost. id., l x , ... , l m _ 1 un sistema di sostituzioni rappresen- 
tanti il sottogruppo g rispetto al gruppo principale G si vede che : 

(8) u(z) , u j 2 t W }•••«! S W ì 
funzioni che potremo indicare più semplicemente con: 

sono gli m valori diversi di u corrispondenti ad un certo valore di x = f(z) : 
che ogni altra sostituzione di G si può (v. cap. 11° , 4) rappresentare mediante 
il prodotto d'una certa sostituzione di g per una certa sostituzione compresa fra 
le 2 , 2 X . . . E M _ r Perciò le (8') sono anche le radici dell'equazione algebrica 
irriducibile della forma (7) a cui sodisfa u , equazione che rappresenteremo per 
brevità colla notazione : 

(9) <b\u(z) , /(*) 1=0 

radici che saranno distinte per tutti i valori di f(z) che non siano punti singo- 
lari dell' equazione stessa. Cosi si può stabilire quali sono i singoli sottogruppi 
corrispondenti rispettivamente a ciascuna delle (8') , . poiché , come già si vide, 
iii(z) (£ = 0, 1, 2 ... m - 1) rimane inalterata per tutte e sole le sostituzioni del 
sottogruppo di G, 2," 1 g l { equivalente a g. Di più (v. Pinoherle op. cit. p. 234 
e segg.) le (8 f ) sono da considerarsi come gli m rami della funzione algebrica 
ad m valori u e, fissato lo sviluppo di una di esse per un valore arbitrario della 
variabile x, le altre w-1 si possono dedurre da essa mediante la continuazione 
analitica, quindi (v. Pinoherle op. cit. p. 92-94) per la conservazione delle pro- 
prietà analitiche saranno tutte integrali dell'equazione (a). Da ciò una proposi- 
zione importante che si può enunciare come una conseguenza di quest'ultima 
osservazione e della precedente. 

« Che cioè ciascuna radice della (9) si può esprimere razionalmente me- 
diante x e un'altra radice dell'equazione stessa, in guisa che detta equazione 
può riguardarsi come la risolvente di Galois di sé medesima, nel senso che co- 
nosciutane una radice se ne possono determinare tutte le altre mediante opera- 
zioni razionali ». 

Inoltre dal fatto che ciascuna delle (8) si può (v. Fuohs, op. cit.) rappre- 
sentare come combinazione lineare a coefficienti costanti degli elementi d'un si- 
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stema fondamentale qualunque d'integrali della (a), deriva che tutte le (80 am- 
mettono lo stesso gruppo g. Così giungiamo di nuovo alla proprietà, in virtù 
della quale i sottogruppi g 9 Zf 1 g 2 t - si devono riguardare come equivalenti. 

È poi evidènte che un sistema di valori u , x ne può determinare un punto 
della superficie di Riemann S' m : di più la forinola : 

(IO) u { = R (x , u) 

(R simbolo di funzione razionale, i = 1 • 2 . . . m — 1) , 
la quale risulta dalla proposizione dianzi enunciata, rappresenta una permuta- 
zione tra i rami della funzione algebrica definita dalla (9) e quindi tra i fogli 
della S' m : questa permutazione fa passare dal foglio corrispondente al poligono 
Ro del piano z a quello corrispondente al poligono ottenuto da R mediante la 
sostituzione S t - ece. ecc. Questa permutazione trasforma la S' m stessa. 

IV. 

1. Consideriamo di nuovo V equazione algebrica irriducibile (9 cap. 111°) e 
consideriamo quella delle sue radici che fu designata con u Q (z) } che è quella 
che rappresenta il valore della funzione algebrica u Q per un valore di z inter- 
no a R . 

Le sostituzioni ^ . . . 2 m-1 che, applicate a z, trasformano u (z) rispettiva- 
mente nelle altre m-1 radici della (9 , III») sono evidentemente quelle che cor- 
rispondono alle regioni R le quali aggregate a R danno, a prescindere da modi- 
ficazioni lecite, il poligono P . Pertanto le £ S x . . . 2) m _ 1 sono colla sostituzione 
identica precisamente le sostituzioni (3 cap. Ilo) e tutte quelle che s' ottengono 
aggruppando dette sostituzioni nel modo indicato appunto a cap. Ilo, 2, per de- 
terminare le regioni da aggregarsi a R onde ottenere P : del resto il proce- 
dimento che stiamo per esporre non subisce alcuna alterazione se le 2 Ei— 2 m -i 
fossero, anziché le sostituzioni ora accennate, trasformate di queste mediante una 
stessa sostituzione di G : in questo soltanto potrebbero differire dalle sostituzioni 
che abbiamo scelto. Nell'ipotesi posta saranno dunque le sostituzioni che a ca- 
p. 11° furono designate con 



\( Y 



2-1 



compreso fra le Z, E 2 . . . Z m _, e saranno comprese fra queste anche le 



o* e. 8» «... oo ... oo ecc. ecc» 
ì *s *i "i i 
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Se ora a z applichiamo la sostituzione : *, . . . *, otteniamo un'altra radice del- 

9 i 

la (9 , Ilio). Essa sarà, giusta le precedenti osservazioni rappresentabile mediante 
un'espressione razionale in x , u Q (z) e sarà, come risulta dalla teoria delle fun- 
zioni algebriche di grado m-1 in u (z). Sia: 

(1) +i («) V 1 ' 1 W + ♦. 0*0 <*"*(*) .- + *m-l (») «t« + +ml (») = "oi*« -«l MI 
1 1 1 t ? f 

essendo in generale <j/ t (x) ... d/ m (x) funzioni razionali di ce. Se ora applichiamo 
« i 

ancora la sostituzione *, ... «, , i coefficienti <|*< (* = 1, 2 ... w) essendo funzioni 

? i « 

fuchsiane rimarranno inalterate, mentre u x (z) verrà trasformata neirespressione 
(1). Se quindi, riguardando la (1) come un* operazione eseguita su u Q , la desi- 
gniamo col simbolo £, (u Q ) , l'espressione che s'ottiene dalla (1) applicando una 
seconda volta la sostituzione *, ... *, sarà 3, | S, (w ) | che potremo rappresen- 

tare col simbolo ^'(w,,). Essa è, pertanto, radice delia (9, III ) distinta dalle due 
precedenti e corrisponde appunto al valore j *, ... s x | f («) della variabile ausi- 

9 1 

Ilaria. Ripetendo questo procedimento si troverà corrispondentemente al valore 

\ s x ..".*! | 8 (z) una nuova radice della (9, III ) che si indicherà col simbolo 
? ì 

^V ( u o) e cos * procedendo si troveranno le radici della (9 , 111°) 

distinte dalle precedenti , distinte fra di loro e corrispondenti rispettivamente 
ai valori 

1 8 i • • • *i [ M • • • ] *i • • • *\ \ W 



'i i \ /9 i 



della variabile ausiliaria, e poscia si giungerà ad una radice della (9 , 111°} cor- 

rispondente al valore | *, . . . a, j («), che si designerà, in base alle notazioni 

q i 

adottate col simbolo 3 f (u ). Questa, per il modo con cui fu determinato g 
coinciderà con u . 

Di più ripetendo il procedimento iniziato, si trova S t (1^)=^ (u ) . • . , 



Digitized by 



Google 



e così pure 

&i (w ) = ^i ( w o) eco - ecc - 

Ciò posto prendiamo a considerare un'altra radice della (9 , 111°) non com- 
presa fra le X (1) radici considerate dianzi: sia essa la radice corrispondente al 
valore s { (zt della variabile ausiliaria, 8 t essendo una delle sostituzioni 2 1 ,r 2 ...S m _ 1 
non compresa fra quelle già prese in esame. Detta radice sarà essa pure (III, 4) 
rappresentabile mediante un'espressione razionale di x , u (z) di grado m— 1 in 
u della forma: 

Xl W*" <*) + Xs «o" 1 " (*)••• Xm-1 "o («) + Xm 

i coefficienti / essendo simbolo d'altrettante funzioni razionali di x. 

Detta espressione si designerà col simbolo: J](» ). Ora quando si applichi a 
P la sostituzione s x . . . 8 t la quale trasforma z in 8 Q . . . s v (*), w in 9« (u ) 

s t (z) verrà, come si sa dalla teoria delle sostituzioni, trasformate in (* t ...a t ) (s) 

e questo valore delia variabile ausiliaria è il coniugato di s^z) secondo la so- 
stituzione : 8 { fo . . . s t ) sf 1 . Ciò posto quando sàz) subisce la sostituzione 
q i 

«»♦(*! . . . 8 t )s i ~ 1 ì la corrispondente radice della (9 III ), cioè yì(u ) subirà evi- 
q i 

dentemente la trasformazione rappresentata col simbolo jj 9 t r^" 1 (') poiché la 
sostituzione s," 1 la trasforma in r," 1 1 jj(« ) | = w , la sostituzione s, 8 X ... *. ap- 

plicata a z trasforma u in &!(«©) e quest'ultima funzione è dalla sostituzione 
*i trasformata in &j)5(w )| poiché è chiaro che la sostituzione *; lascia nell'espres- 
sione 9i(u ) inalterati i coefficienti <p, mentre trasforma u in r t (u ). Cosi 
quando u diviene 9, (u ) , jj (u ) diviene 9 t {i}(w )|. Nello stesso modo si prova 
che la sostituzione trasformante 9, (u ) in 9, 2 (w ) trasformerà 9 t | ?] ^ ) | in 

&! 2 Jij(tt )| e cosi di seguito ripetendo lo stesso ragionamento s'ottengono le 
radici della (9 , III<>) 

in generale distinte da ri(u ) e poscia se ne trova una & f | yi{u ) !=>j(w ). Ri- 
petendo queste considerazioni su un'altra radice qualunque della (9 , III ) non 
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compresa fra le 2X (1) radici trovate dianzi, si vede che, detta £ (u ) questa ra- 
dice, [i(u Q ) f sia simbolo d'una certa espressione razionale in & u di grado m— 1 
in u ] si trovano fra le radici della (9, Ilio) le funzioni 

&, I e («o) I , V U Kl ì • • • a/ 1 **" 1 1 e (« ) | 

distinte da C (w ) e poscia la funzione S, * j C (w ) } = C (w ) e tali che f (t* ) sia 
trasformata rispettivamente in 

&iic<i£)j , VW!"' 

dalla stessa sostituzione che trasforma u rispettivamente in 

&! (tto) , V (Wo) (*) 

Indi si ripeta il procedimento iniziale sino ad aver esaurite tutte le radici della 
(9 . 111°). In primo luogo si dimostra facilmente che con questo procedimento 
hon avviene mai che si trovi una radice qualunque della (9 , Ilio) più d' una 
volta. Infatti, supposto che ciò avvenisse, che vi fossero cioè due radici dell' e- 

quazione in parola : u { , u n tali che fosse : 

(p , a essendo due numeri interi entrambi < \W), supposto ad es. a < p, si avreb- 
be : u { = ^ 1 a ~ p (w A ) , il che è in contraddizione col modo con cui si presero a 
considerare le radici della (9 , 111°) poiché si stabilì che dopo aver trovato, oltre 

ad altre radici, le u h S, («fy )...&/ ~~ (u h ) si prendesse lat* t - in modo che non 



(■) In generale il simbolo >) S, (u ) rappresenta l'operazione )j applicata all'e- 
spressione &! (tto). 

(*) Si noti che come 



così anche 



&. lW+1 ò=) = ì,M... 5/™- 1 &) = &, x(1) " l M 



*i 1 *J (wo) j = &, j % (u ) | ecc. ecc. • . . 
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fosse compresa fra quelle precedentemente trovate. In tal modo V insieme delle 
radici della (9 , 111°) si può rappresentare nella seguente tabella : 

^,&xi«.l J V(^)--.&i A(1, ~ 1 («o) 

i («^),5« l»i(w"o) ì'VIiS) ! - &/ -1 iiWI 



(2) 



-(wo)'^hK)|,...V i-M] 



(essendo anche t(m ) simbolo d'espressione razionale in x, w di grado m-1 m ). 

E detta tabella ha la proprietà che le radici della (9, III ) vi compaiono 
tutte e che ciascuna d'esse, come fu dimostrato, vi compare una sola volta. 

Inoltre la distribuzione delle radici della (9 , 111°) in una tabella della forma 
(2) si può fare in tanti modi diversi quanti sono i punti singolari della (a). In- 
fatti nella distribuzione testé eseguita le sostituzioni che fanno passare da un 
elemento d'una data linea dello schema agli altri elementi della linea stessa sono 
le sostituzioni aventi per punto doppio un certo vertice appartenente a quello 
dei cicli della II* sottocategoria nei quali si distribuiscono i vertici di R che 
corrisponde al punto singolare a, dell'equazione (a). Ora se invece presa di 
nuovo in esame la radice u della (9 , Ilio), applichiamo a un certo valore z la 
sostituzione che ha per punto doppio un certo vertice di R appartenente al ciclo 
della II* sottocategoria corrispondente a un altro punto singolare qualunque a h 
della (a) , e le successive potenze di questa sostituzione , arrestandoci a quella 
potenza che dà luogo a una sostituzione di g ì potenza che, in base alla notazione 
adottata, avrà per indice \^ h) , otterremo lS h) radici (v compresa) distinte della 
(9 , III ), aventi la forma : 

(jjl(u ) simbolo d'espressione razionale in x? ^o). 

Presa quindi ad arbitrio un'altra radico della (9, 111°) purché non compresa 
fra le X (A) precedentemente trovate e ripetendo successivamente le considerazioni 
dianzi esposte, si vengono a distribuire le radici della (9 , 111°) in uno schema 
avente forma analoga e le stesse proprietà dello schema (2). Così si vede che 
data la radice della (9 , 111°) da assumersi come valore iniziale della funzione 
algebrica definita dalla (9 , III ) la distribuzione delle radici dell' equazione in 
parola si può fare in tanti modi diversi quanti sono i punti singolari della («). 
Se poi in luogo di u (*) s'assumesse come valore iniziale -un' altra radice qual- 



0) Ciò equivarrebbe come risulta da precedenti osservazioni a far subire a P 
una modificazione lecita. 

vol, xxxvi, 9 
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siasi della (9 , 111°), le singole tabelle nelle quali allora si distribuirebbero le 
radici di detta equazione riferite a quelle ottenute, assumendo come valore ini- 
ziale u Q in modo da riguardare come corrispondente alla tabella (2) quella, nella 
quale gli elementi d'una stessa linea s'ottengono l' uno dall' altro colla trasfor- 
mata d'una data potenza della sostituzione * t . . . s. mediante una certa sosti- 

? i 

tuzione di G (che è quella che da u fa passare alla nuova radice, assunta co- 
me valore iniziale) e da riguardare come corrispondenti fra loro due a due le 
altre tabelle ottenute nei due[modi dianzi indicati, le quali abbiano fra loro relazione 
analoga a quella che lega la tabella (2) alla tabella corrispondente avranno questa 
proprietà. È cioè chiaro che in due tabelle eorrispondenti il numero degli elementi 
che compaiono in ciascuna linea è il medesimo e che in una linea qualunque d'una di 
dette tabelle compaiono solo elementi appartenenti ad un'unica linea dell'altra tabel- 
la; soltanto varierà da una all'altra tabella l'ordine con cui si succedono le singole 
linee e quello in cui si succedono gli elementi d'una stessa linea. Infatti, che sia 
uguale il numero degli elementi che compaiono in ciascuna linea delle due ta- 
belle risulta evidente dalle proprietà fondamentali di g, considerato come sotto- 
gruppo di G. L' altra proprietà enunciata risulta dal fatto che , detta t(u ) l'al- 
tra radice della (9 , III ) che assunta come valore iniziale dà luogo al secondo 
dei modi di distribuzione considerati, (e(u ) è una certa espressione razionale 
in or , w ) nello stesso modo con cui si dimostra che nella stessa linea della (2) 

in cui compare r t (u ) compaiono &]>j(wo)| ... 5 ~ jijfaoU e nessun altro ele- 
mento, si dimostra altresì che nella tabella corrispondente alla (2) , nella linea 
in cui compare ad es. 1' elemento e (u Q ) compaiono tutti e soli gli elementi 



5 1 je( Wo )}...^ (1, - 1 | e (« )[. 



Ora il fatto che due di questi comparissero in linee diverse della tabella (2) , 
sarebbe in contraddizione con quanto più sopra si dimostrò che cioè due ele- 
menti a , b che compaiono in due linee diverse della tabella (2) non possono 
mai verificare la relazione : 

a = »<<> (ò) , 

i essendo uno qualunque dei numeri ; 1,2'... X (1 > - 1 : quindi tale fatto non può 
verificarsi. 

Di piti una sostituzione qualunque di G la quale in una delle tabelle suac- 
cennate della forma (2) muti un elemento d'una data linea in quello d'un altra 
linea trasformerà elemento per elemento l'intera liuea a cui appartiene il primo 
di detti elementi nella linea a cui appartiene l'altro. Infatti ad es. la sostituzione 
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di 6 la quale trasforma v in >j(w ) trasformerà 5(t* ) in: 

Così i risultati precedenti si possono riassumere nei seguenti teoremi : 

Teorema 1.° Fissata la radice della (9 , III ) da assumersi come valore ini- 
ziale, le m radici di quest'equazione si possono distribuire in una tabella avente 
forma analoga e le stesse proprietà della tabella (2) in tanti modi diversi quanti 
sono i punti ringolari dell'equazione differenziale (a). 

Teorema II.° Il gruppo dell'equazione algebrica (9 , III ) è imprimitivo. Esso 
è isomorfo al gruppo G e le radici della (9 , III ) si possono in tanti modi di- 
versi quanti sono i punti singolari dell'ex juazione differenziale (a), dividere in si- 
stemi d' imprimitività corrispondenti uno per uno alle singole linee delle tabelle 
della forma (2). 

I due teoremi testé enunciati si possono riguardare come Y estensione al- 
l'equazione algebrica da noi studiala di teoremi analoghi dati dal Netto per 
le equazioni abeliane , equazioni cioè in cui non v' è variabile indipendente : 
(v. Netto « Teoria delle sostituzioni e sua applicazione all' algebra » trad. dal 
Battagline pag. 183-185). 
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ALCUNE OSSERVAZIONI 
SOPRA LA CONFIGURAZIONE DI KUMMER 

NOTA 

DI 

EDGARDO CIANI. 



Queste poche osservazioni erano destinate ad accompagnare la correzione di 
una mia Nota « Sulla cfz. di Kummer » stampata nel 96 in questo medesimo gior- 
nale. Ma varie ragioni, che qui non interessano, mi suggeriscono di staccare le 
due pubblicazioni anticipando questa sull'altra che uscirà, spero, poco più tardi 
in questa stessa raccolta scientifica. 

Le osservazioni suddette riguardano due punti. 

Il lo si riferisce alla questione seguente: 

Dati sei complessi lineari a due a due in involuzione, nel modo più gene- 
rale possibile, fra le varie oo 8 configurazioni di Kummer che essi individuano ve 
ne saranno alcune che abbiano più di due punti singolari in linea retta? 

Consideriamo una qualunque di tali oo 3 configurazioni e sia P t uno dei suoi 
punti singolari. — È noto che si passa da P x agli altri 15 punti singolari per 
mezzo delle 15 involuzioni gobbe stabilite dalle 15 coppie di direttrici fonda- 
mentali. — Se si esige che nella configurazione ci siano due punti P 2 , P 8 in linea 
retta con P t , bisogna evidentemente che da P, parta una retta che si appoggi 
a due coppie di direttrici.— Ora due coppie di direttrici o appartengono a uno 
stesso tetraedro o a una stessa serie rigata fondamentale.— Nel 1° caso una retta 
che si appoggi a entrambe è uno dei due spigoli rimanenti del tetraedro mede- 
simo, cioè è una direttrice e quindi la cfz. nascente da P x è degenere: nel 2° caso 
se il punto Pj è sulla quadrica e giace fuori di qualsiasi direttrice fondamentale 
la cfz. che nasce è particolare senza essere degenere. 

La quadrica fondamentale Q suddetta sulla quale giace P 1? contiene 6 coppie 
di direttrici appartenenti a tre a tre alle due serie rigate, di cui Q e sostegno: 
ne viene che da P x partono due rette ciascuna delle quali contiene altri 3 punti 
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della cfz. medesima. Siano P 2 , P 8 , P 4 quelli situati sopra una di esse e P fi , P 6 , P 7 
quelli sull'altra. Le rimanenti 9 coppie di direttrici sono rette reciproche rispetto 
a Q. — Ciò significa che anche i 9 punti rimanenti della cflz. giacciono sulla Q 
medesima. Il costruirli è ovvio: basta ad es. : giovandosi delle 3 involuzioni 
gobbe che da Pj hanno servito a determinare P 8 , P 3 , P 4 ; partire da P 5 , o P e , 
o P 7 : i 9 punti che si trovano si vede subito che non solo si trovano sopra retto 
di Q uscenti da P 5 , o P 6 , o P 7 , ma anche sulle rette di sistema contrario pas- 
santi per P 2 , P 3 , P 4 onde la cfz. si compone dei 16 punti e 16 piani individuati 
da 4 rette di un sistema e 4 dell'altro della stessa quadrica Q. 

« Se si obbliga una configurazione di .Kummer ad avere 3 punti singolari in 
linea retta, senza degenerare, essa generalmente viene a comporsi dei 16 punti a 
/tf piani individuati da 4 generatrici e 4 direttrici di una stessa quadrica. Ogni 
piano singolare contiene 7 punti singolari, per ogni punto singolare passano 
7 piani singolari. — La superficie di Kummer si riduce alla quadrica contata 
due volte ». 

Dati 6 complessi lineari in involuzione mentre le configurazioni di Kdmmkr 
degeneri nascono , come è ben noto , dai punti situati sulle direttrici e le cfz. 
traedroidali nascono dai punti situati sulle facete dei tetraedri fondamentali, le 
cfz. 1 della specie ora stabilite nascono dai punti delle quadriche fondamentali che 
giacciono fuori delle direttrici suddette, e quindi costituiscono una qd 2 (divisibile 
in 10 classi). 

Finalmente in forza di un teorema recentemente dimostrato sulle cfz. di 
Kummer (*) si può anche dire : 

« Se si assoggetta una (16 6 , 16<.) dello spazio ad avere piii di due punti in 
linea retta, essa diviene generalmente una (16 7 , 16 7 ) e i 16 punti e i 16 piani 
appartengono a 4 , a 4 a 8 rette costituenti due quaderne di diverso sistema di 
una stessa quadrica » ( 2 ). 

1. In questa seconda parte ci proponiamo in sostanza di costruire la figura 
dei 6 punti singolari in un piano singolare di una cfz. di Kummer più volte tc- 
traedroidale ( 3 ) mediante semplicissime considerazioni di geometria piana , in- 
dipendentemente quindi da qualsiasi processo inerente alle configurazioni di 
Kummer medesime e all'insieme della figura costituita dalle 30 direttrici relative. 
Anzi per questo noi porremo la questione semplicemente nei termini seguenti. — 
Sia data una conica, e per brevità di locuzione, si dica che per 6 punti di essa 



(*) Martinetti.— Sopra le cfz. di Kummer (Voi. XXXV di questo giornale). 
(*) id. Le cfz. (8 4 , 8 4 ) di punti e piani (Voi. XXXIV id. N. 15). 

( 8 ) RoHN.—Einige specielle Falle der Kummer' schen Flache (Berichte der k. 
s&chs. Gesellschaft der Wissench. Mai 1884. 
Segre. — Sur un cas particulier de la surface de Kummer: ibid.). 
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si può far passare un sistema o quando i punti medesimi si trovino a due a duo 
sopra tre rette passanti per un medesimo punto: Quanti e quali sistemi o si pos- 
sono far passare per 6 punti opportunamente scelti sopra una conica ? — Come 
già si è detto risolveremo la questione senza uscire dal piano della conica e per 
questa via stabiliremo che i casi presentati dai piani singolari delle configura- 
zioni di Kummer più volte tetraedroidali sono effettivamente i soli possibili. Que- 
sto risulterebbe anche dall'osservare i varii modi con cui 6 elementi possono 
formare una involuzione (veggasi Se gre loc. cit. pag. 133). 

Alla locuzione già introdotta relativa ai sistemi o aggiungeremo quest'altra. 
A seconda che troveremo esìstenti uno, due, tre,... sistemi a per un medesimo esa- 
gono diremo che esso è rispettivamente mono-esagono, bi-esagono, triesagono ecc.: 
indicheremo col nome di conica fondamentale e con la latterà e quella in cui è 
iscritto l'esagono medesimo. — Quando i sistemi o sono più d'uno vedremo che 
le rette che ne congiungono i centri (punti di concorso delle tre rette di ogni 
sistema) si distinguono in due specie. Alcune di esse contengono tre di tali 
punti ; le altre due soltanto. Le chiameremo rispettivamente le rette l e le rette 
h della cfz. (*). 

2. La costruzione del mono-esagono è ovvia. Un sistema qualsiasi di tre 
rette uscenti da un punto taglia la e in un mono-esagono. Andiamo al bi-esa- 
gono.— Per questo si ricordi che « se i lati di ordine pari di un esagono ordi- 
nato passano per un punto e i lati di ordine dispari per un altro, le diagonali 
principali si tagliano in un terzo che è il centro di collineazione della proietti- 
vita stabilita fra i fasci di lati pari e dispari. Ciò significa che due sistemi a 
non- aventi alcuna retta comune traggono seco di conseguenza la esistenza di 
un terzo ristema a non avente comune alcuna retta coi primi due: e si ha così 
un gruppo di 3 sistemi a tali che uno qualunque di essi consegue dagli altri 
due. — Se dunque un biesagono esiste, i due sistemi o debbono avere una retta 
comune altrimenti il biesagono diviene triesagono. 

Per costruire un biesagono si prendano due punti conjugati rispetto a e 
come centri di due sistemi o. Sulla congiungente quei due punti stanno due ver- 
tici: gli altri 4 si trovano sopra due rette passanti per uno dei punti conjugati 



(*) Klein. — Zar Theorie der Linien complexe der ersten und zweiten Gra- 
des.— (Math. Ann. B. 2 n. 8). 

Stephanos. — Sur les systèmes desmiques de trois tétraèdres (Bullettin des 
sciences math. et astr. 1879). 

Veronese. — Sopra alcune notevoli cfz. di punti , rette e piani. — (Mem. 
Acc. Lincei 1881\ 

Bertini. — Le cfz, di Kummer più volte tetraedroidali). Rendic. Istit. Lom- 
bardo, Serie II voi. XXIX 1896). 
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(e quindi sopra altri due passanti per l'altro).— I sistemi a sono Ox=l2, 34, 56, 
Gg=12, 36, 45.— Un bi-esagono contiene due monosagoni, non possiede rette 7, 
possiede una retta h (*). 

3. Andiamo ai triesagoni.— Ricordando il teorema citato al principio del nu- 
mero precedente si vede subito che per realizzare un tri-esagono basta costruire 
un esagono soddisfacente alle condizioni del teorema medesimo e contempora- 
neamente esigere che i 6 vertici siano sopra una conica. — Si prova facilmente 
che questa ultima condizione porta che i tre centri dei tre sistemi e siano in 
linea retta e viceversa: ciò si ottiene se il fascio dei lati pari e quello dei lati 
dispari sono prospettivi. 

Dunque per costruire un triesagono si prendano in due fasci di raggi pro- 
spettivi tre coppie di raggi corrispondenti aa 1 , W , ce'. I punti ab', a% ac\ a'c, 
be', b'c sono i vertici del triesagono. Designandoli colle notazioni solite 1, 2, 3, 
4, 5, 6, i tre sistemi o sono: 

c, = 12, 34, 56 , o 2 = 23, 45, 16 , c 8 = 14, 25, 36. 

I tre centri relativi U l , U 2 , U s sono sopra una retta l (*). Non ci sono rette h. 

Un triesagono contiene 3 mono-esagoni ma niun bi esagono (N. 2). 

Per i centri U 1 , U 8 , U 3 e per i vertici del triesagono passano le cubiche se- 
guenti ognuna composta di 3 trette : 

12, 45, 36 ; 34, 25, 16 ; 56, 23, 14 

e passa anche la cubica composta della conica e e della retta A.— Dunque que- 
ste cubiche appartengono tutte a un medesimo fascio di cui i punti suddetti sono 
punti base. Inoltre ciascuna delle omologie armoniche di cui è centro uno dei 
punti Uj , U f , U 8 e asse la polare rispetto a e cangia in se la conica e e il trie- 
sagono e quindi taglia h nel coniugato armonico del centro considerato rispetto 
agli altri due. Dunque i punti U x , U g , U 3 sono flessi per tutte le cubiche del fa- 
scio ; per tutte il triesagono è un esagono di Steiner ( 8 ) e finalmente la conica 
e taglia la retta h nel gruppo hessiano di U t U, U 8 . 

4. Possiamo dunque dire che : 

e I vertici di un triesagono sono gli ulteriori punti base di un fascio di cu- 
biche aventi fuori di essi tre flessi comuni ». 



(*) E la retta h che si trova in ogni piano singolare di una cfz. di Kdmmeb 
due volte tetraedroidale. 

(') È la retta l che si trova in un piano singolare di una cfz. di Kcjmmer tre 
volte tetraedroidale. 

t 8 ) Cf. p. es. Clebsch-Lindbwann, pg. 340. 
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La condizione che questi ultimi siano in linea retta viene di conseguenza 
essendo il triesagono iscritto in una conica. — Nessuno degli altri 6 punti base 
(vertici del triesagono) è flesso in generale: se però lo è uno, lo sono tutti. — 
Ciò risulta facilmente giovandosi prima della osservazione seguente: se tutte le 
cubiche di un fascio hanno un flesso comune, hanno a comune anche la polare 
armonica del flesso e considerando dopo che da questa osservazione discende 
subito che se tutte le cubiche di un fascio hanno due flessi comuni, ne hanno 
un terzo pure comune a tutte sulla retta che unisce i primi due. 

Ciò completa la risposta che in parte poteva già darsi alla questione se- 
guente : 

« Dei 9 punti base di un fascio di cubiche quanti di essi possono esser flessi 
per ogni curva del fascio? 

Può esserlo evidentemente uno solo senza che lo siano gli altri. — Possono 
esserlo tutti e si ha il fascio sizigetico.— Resulta adesso, dalle considerazioni pre- 
cedenti, che airinfuori dei due casi suddetti non v' è altro caso che quello for- 
nito dai fasci aventi 3 flessi comuni, 

5. Noteremo infine, prima di passar oltre, che il triesagono precedentemente 
costruito non proviene dal biesagono per l'aggiunta di un sistema e— Se si ag- 
giungesse un sistema e al biesagono si vedrebbe facilmente che esso non po- 
trebbe avere comune con l'uno e Paltro dei sistemi o già esistenti, una retta e 
quindi raggiunta di un tale sistema porterebbe di conseguenza l'aggiunta di un 
4° sistema e e il biesagono diverrebbe tetraesagono. 

6. Passiamo ai tetraesagono. Vediamo di costruirlo partendo prima del bie- 
sagono con l'aggiunta di un sistema c—Sia il biesagono del N. 2 

Gì = 12, 34, 56 ; c 2 =12, 36, 45. 

Il sistema o da aggiungersi non può contenere evidentemente la retta 12 
comune ai primi due, non può avere una retta comune con l' uno e una con 
l'altro, altrimenti il centro del nuovo o sarebbe un vertice : per cui rimangono 
due casi: o il sistema suddetto ha una retta comune con uno dei due sistemi a 
già esistenti e non l'ha con l'altro: ovvero non l'ha con entrambi.— Nel 1° caso 
aggiungendo ad es. il sistema 

o 8 = 34, 15, 26. 

si trova come conseguenza di o 2 e o 8 il 4<> sistema c 4 =13, 24, 56 e nessun altro 
sistema e— Si perviene così al tetraesagono simbolico 

o 2 = 12, 36, 45 

GjSF=i2, 34, 56 , c 3 = 34, 15, 26 

c A = 1 3, 24, 56. 



Digitized by 



Google 



K »B )( 

I tre sistemi o 2 c s g 4 individuano un medesimo triesagono, cioè uno di essi è con- 
seguenza degli altri due.— Invece c x a 2 , OjOj , a^ sono 3 biesagoni, ossia e t ha una 
retta comune con ciascuno dei sistemi rimanenti o 2 , a 8 ; a 4 . — Dimostreremo poi 
che questo tetraesagono non è realizzabile solo coi simboli ma anche geometri* 
camente.. 

Nel 2° caso aggiungendo ad es. il sistema a 8 = 23, 15, 46 si vede che in 
conseguenza si hanno altri tre sistemi e. 
Di guisa che si hanno i 6 sistemi e : 

^ = 12,34,56 c 4 = 12, 36, 45 ^ = 12,34,56 c 4 = 12, 36, 45 

e, = 23, 15, 46 ; c 2 = 23, 15, 46 : c 5 ==16, 24, 35 ; c 3 ==14, 26, 35 

c 8 = 14, 26, 35 o 6 = 16, 24, 35 c 6 =13, 25, 46 c 4 = 13, 25, 46 

ma allora la flg., anche se realizzabile, non è un tetraesagono, ma un esa-esa- 
gono e la discuteremo a suo tempo (N. 11). 

7. Nel numero precedente abbiamo costruito in simboli un tetraesagono par- 
tendo dal bi-esagono. — Dimostriamo adesso cho partendo dal triesagono si trova 
il medesimo tipo simbolico già ottenuto. — Per questo si riprenda il triesagono 

del N. 3 

Ci =12, 34, 56 , c 2 = 23, 45, 16 , o 3 z=14, 25, 36 (a) 

e si aggiunga un sistema o. — Per esaminare quali casi differenti può portare 
l'aggiunta di questo sistema si osservi che delle 15 combinazioni a due, a due 
dei 6 simboli 1,2,3,4,5,6 rimangono disponibili oltre quelle contenute in 
°ii°ii c 3 ^ seguenti : 

13, 15, 24, 26, 35, 46. (6) 

II nuovo sistema e da aggiungersi non può esser composto di tre rette scelte 
fra quest'ultime perchè è impossibile sceglierne tre, così che due qualunque di 
esse non abbiano un indice comune. E neppure può esser composto di due rette 
(a) e di una (b) perchè, di due retto appartenenti a diversi sistemi scelti fra 
c i j ff 2 ì "3 e prive di indici comuni, qualcuna di esse ha comune un indice con 
le (6). 

Rimangono dunque due casi: o il nuovo sistema * è composto di 3 rette (a), 
di due rette (a) e una (6). — Ebbene si riconosce subito che questi due casi 
danno luogo rispettivamente alle medesime cfz. simboliche prodotte dai due casi 
del numero precedente. 

VOL. xxxvr. W 
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8. Dunque l'unico tipo di tetraesagono è il seguente : 

* 2 =!2, 36, 45 • 

^ = 12, 34, 56 ° 8 = 34, 15, 26 

o 4 = 13, 24, 56. 

Por costruirlo si prenda un quadrangolo completo A1B2 e se ne costruisca 
il quadrilatero polare. I 4 vertici 3, 6, 5, 4 che si trovano rispettivamente sopra 
Al, A2, Bl, B2 insieme ai punti 1, 2, costituiscono il tetraesagono richiesto. — 
I centri di prospettiva sono rispettivamente 



U,==A1.B2 


per 


13 , 24 , 56 


U g = A2-Bl 


» 


15 , 34 , 26 


U, = 12-U,U, 


» 


12 , 36 , 45 


U 4 == AB-12 


» 


12 , 34 , 56. 



Un tetraesagono contiene 3 bi-esagoni, e un triesagono; e determina tre 
rette h concorrenti in un punto, e una retta l ( 1 ). 

9. Il penta-esagono non esiste ( 2 ). 

Infatti si è già veduto che aggiungendo un sistema e ai bi— esagono o al 
triesagono si è condotti necessariamente al tetra - esagono o o air esa— esagono. 

Dunque se il penta- esagono esiste si deve potere ottenere dal tetra— esa- 
gono con l'aggiunta di un sistema o. Riprendiamo il tetra— esagono dei N.° pre- 
cedente 

2 = 12 , 36 , 45 

3 = 34 , 15 , 26 a t = 12 , 34 , 56. 
c 4 = 13 , 24 , 56 

Le combinazioni che rimangono sono : 

14 , 16 , 23 , 25 , 35 , 46. 

Il nuovo sistema o da aggiungersi presenterà rispetto al triesagono c 2 , o 3 , g 4 
i due casi già considerati al N° 7. E quindi o quel triesagono diventa un esa- 
esagono dei medesimo tipo simbolico di quello trovato alla fine dei N° 6, ovvero 



(*) Un piano singolare di una cfz. di Kummer 4 volte tetraedroidale, contiene 
tre rette h concorrenti in un punto M, e una retta l. 

(*) Non esistono configurazioni di Kummer cinque volte tetraedroidali (Bertixi, 
loc, cit. pag. 4). 
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il sistema a da aggiungersi è del tipo c ò = 36 , 15 , 24 : ma in tal caso o x e c 5 
individuano per conseguenza il sistema c 6 = 13 , 26 , 45 e siamo condotti ai- 
Tesa— esagono : 



c a ==36 ,12,45 


c t = 12 , 34 , 56 


c s = 34 , 15 , 26 


a 5 = 36 , 15 , 24 


o 4 = 13 , 24 , 56 


a 6 = 13 , 26 , 45. 



10, Abbiamo trovato due tipi simbolici diversi fra loro per V esa— esagono. 
Uno è quello ottenuto alla fine del N<> 6, un 2° è quello del N<> precedente. 

Ma quest'ultimo non è realizzabile geometricamente. Infatti riprendendo le 
notazioni del N° 8 e ponendo 

AB36 = C , AB.UjUgUsSD 
si vede che si ba 

(ABU 4 D) = - 1 , (AU 4 CD) = - 1. 

Se potesse esistere Tesa-esagono del N° 20 dovrebbe esistere ad es. o 5 : 
ma 15 e 24 si tagliano in B. Dunque dovrebbe coincidere B con C e allora 
troveremmo 

(AB U 4 D) = - 1 (AD 4 BD) = -1 

ciò che è manifestamente assurdo. 

11. Rimane dunque Tesa- esagono simbolico: 

/ a x == (12 , 34 , 56) ... Ui / * 4 == 12 , 36 , 46 ... U 4 

) cr 2 = (23 , 15 , 46) ... U 2 , \ a 2 = 23 , 15 , 46 ... U, 

\ * 8 = (14 , 26 , 35; ... U 3 ( ° 5 = 16 , 24 , 35 ... U 6 

' a x = (12 , 34 , 56) ... U x / * 4 = 12 , 36 , 45 ... U 4 

o 6 = (16,24,35)...U 5 , J * 8 = 14,26, 85... U 8 

( * 6 = (13,25, 46) ...U 6 ( a 6 = 13,25,46...U 6 

dove i simboli U< indicano i rispettivi centri di prospettiva. Per realizzare geo- 
metricamente una figura siffatta si prenda « la conica dei 14 punti » di un qual- 
siasi quadrilatero completo ('). Essa taglia il trilatero diagonale nei vertici delTesa- 



(') Cioè la conica che taglia ciascun lato del quadrilatero nel gruppo hessiano 
dei tre vertici. 
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esagono richiesto ( l ) i punti U t - sono i vertici del quadrilatero. E infatti basta os- 
servare che la fìg. così costituita è un mono-esagono rispetto a ogni vertice del 
quadrilatero , il che risulta immediatamente considerando che P intiera configu- 
razione è mutata in sé stessa dalla omologia armonica di cui è centro e asse un 
vertice del quadrilatero e la sua polare rispetto alla conica in discorso. Dunque: 

La conica dei 14 'punti di un quadrilatero taglia le sue diagonali nei ver- 
tici di un e8a~esagono. 

Un esa-esagono contiene 4 triesagoni e 3 biesagoni e individua quindi 4 rette 
1 e tre rette h; queste ultime sono le diagonali del quadrilatero formato con le 
prime (*). Un esa-esagono non contiene tetra-esagoni ( 8 ). 

Il trilatero diagonale del quadrilatero delle l è auto coniugato rispetto alla co- 
nica e. Segue che un esa-esagono non può essere completamente reale perchè tali 
sarebbero il trilatero suddetto e la conica e, ma un trilatero reale autoconiugato 
rispetto a una conica reale non la taglia certamente in 6 punti reali. 

Quindi 

« Fino a tutto il tetra-esagono la cfz. può essere completamente reale. V esa- 
esagono non può essere completamente reale ». 

12. In ultimo osserveremo che la risoluzione del nostro problema non può 
spingersi al di là dell' esa-esagono.— Infatti si aggiunga all' esa-esagono un si- 
stema o. Il centro di questo sistema e la polare rispetto a e saranno centro e 
asse di una omologia armonica che trasforma in se tutta la fìg e quindi anche 
il quadrilatero delle l. Ma tale omologia non può essere una di quelle che ha 
per centro un vertice del quadrilatero e per asse la polare rispetto a e perchè 
esse sono relative ai 6 sistemi o già esistenti nella fig. Dunque tale omologia 
avrà il centro in un vertice del trilatero diagonale e avrà per asse il lato op- 
posto. Ma in un vertice di questo trilatero non può giacere certamente il centro 
di un sistema o quando si pensi che i 6 vertici debbono appartenere a due a 
due ai lati del trilatero medesimo. 

Dunque: 

« Al di là dell' esa-esagono il problema non è risolubile ». ( 4 ) 



(*) Segre : loc. cit. p. 134. 

( 2 ) Un piano singolare di una cfz. di Kdmmer 6 volte tetraedroide contiene 4 
rette l e tre rette h cosi che le ultime sono le diagonali del quadrilatero formato 
con le prime. 

( 8 ) Cette surface de Kummer, qui est tetraedroide six foia , n* est pas un 

cas particulier de celle qui est 4 fois tétraedroYde (Segre loc. cit.). 

( 4 ) Non esistono cfz. di Kummer che siano più di sei volte tetraedroidali (Ber- 
tini loc. cit. p. 4). 
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SULLA RISOLUZIONE PER NUMERI INTERI DELL' EQUAZIONE 

X* + 4hxY + (2>* - 1) V = * 8 ì 

' ' • (1) 

ove 4/i—l e 2h — 1 sono numeri primi ) 

PER 



L'Ing. Dott. CARLO PIETROCOLA 



1. La equaz. (1) per h=l non ammette altre soluzioni oltre quelle evidenti 
in cui xy=0: in ciò consiste un teorema proposto a dimostrare dal Tannery nel- 
l' Inter médiaire des mathématiciens ( 1 ). Cercando la dimostrazione di questo teo- 
rema ed una generalizzazione, siamo stati condotti a studiare il sistema (1). 

2. Supporremo sempre, a meno che non si avverta il contrario, 2/i— 1 e 4/i— 1 
numeri primi, e chiameremo propria una soluzione se x } y, z sono primi a due 
a due tra loro, dai che consegue z=n.° dispari, x ed y di diversa parità, x primo 
con 2h - 1. È visibile inoltre che da ogni soluzione della (1) che non sia pro- 
pria, con la soppressione di divisori comuni e lo scambio di x con y ove occorra, 
si deduce una soluzione propria. 

Premesso ciò, notiamo che, applicando ripetutamente alla (1) le forinole di 
Lebegues (quali si modificano net caso nostro) 

a; = x 4 - (2h - 1) V ? V = 2aWo i * = *o 4 - *(**> - 1)^V ( 2 ) 

da una soluzione propria x Q , y , z si deduce una successione di soluzioni pro- 
prie x , y , z in cui la a? è dispari. Vogliamo ora dimostrare che, viceversa, da 



i 1 ) Cfr. Intermédiaire des mathématiciens. Question 833 (P. Tannery) 1897, 
pag. 20, 30, 203. (Neanche la dimostrazione del Fauquebìbergue è rigorosa poiché 
non è dimostrato che il processo di riduzione deve necessariamente riuscire). 
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una soluzione propria qualunque x , y , z in cui la se è dispari, mercè le stesso (2) 
si deduce una soluzione propria oc Q y z e quindi l'applicazione successiva di tale 
processo di riduzione condurrà necessariamente, dopo un numero finito di ope- 
razioni, ad una soluzione in cui la x è pari e che sarà la soluzione iniziale 
della successione. 

In fatti, la (1) si può scrivere nella forma • 

(X 8 + 2hy 2 + z)(x 2 + 2h 2 - z) = (eh - l)y* 

e, per le ipotesi fatte, essendo 2 il mass. com. div. dei due fattori a primo mem- 
bro, ed incorporando in z un segno conveniente, risulta 

x 2 + 2hy 2 + z = 2ru A , x 2 + 2hy 2 - z = 8*v 4 , (3) 

con y = 2uv , Ah — 1 = r* , (ru , 2*v) = 1 (*). 

Ora, prendendo i resti rispetto al modulo 8, dalle equazioni (3) viene 
l+2=2r , I-23O (raod8) quindi r=l (mod4) donde, essendo r*=4À-l=n.o primo, 
r-1, 5=4/i~l ; e quindi, sostituendo tali valori nelle (3) ed eliminandola z, viene 

X 2 = \u 2 - 2(4fc - l)v 2 } \u 2 - 2t> f |. 

Di qui, osservando essere (x , 2 2A-lv)=l, si deduce essere primi i due fattori 
al 2.o membro e quindi 

u* - 2(4/i - l)v 2 = $* , u 2 - 2v* = >j* (4) 

con 5l = » , (5 , n) = 1 , (&] , 2) = 1 (5) 

notando che abbiamo presi i primi membri delle (4) positivamente poiché, diver- 
samente, eliminando dalle (4) la v 2 e pigliando i resti rispetto al mod8, ne sa- 
rebbe risultato un assurdo. 

Ora, eliminando u 2 tra le (4), e notando essere £ , >j primi tra loro ed en- 
trambi dispari, si deduce 

*1 + 5 = 2V > q-5 = 2(2fc-l)V (6) 

ove i?jt; 2 = v , (2à — li? 2 , v t ) = 1. (7) 



(*) Il massimo comun divisore dei numeri a, 6, e,... lo indicheremo con (a, 6, e,...). 
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I valori di 5 > ^ in funzione di v v , v % portati nella 1* delle (4) la trasfor- 
mano in 

V + 4&W + (2h - 1) 2 V = u*. (l f ) 

Si ricade cioè sopra una soluzione della stessa equazione (1), e si desume 
quindi la verità del teorema sopra enunciato notando inoltre 1° che ìa x } y, z 
risultano espresse in v lf v 2 ,u allo stesso modo che lo sono nelle (2) in x w y , z ; 
2° che per la 2* delle (7) la soluzione v l9 v Èf u è una soluzione propria ; 3° che 

dalle (3) risulta modw<-mody, e dalla (1), mody< /oa— n» ' donde conse- 
gue che il processo di riduzione deve necessariamente arrestarsi dopo un nu- 
mero finito di operazioni. 

3. Se h=l tutto quanto sopra è esposto è applicabile, e poiché, per la sim- 
metria dell'equazione, con lo scambio di x con y, ove occorra, il processo prece- 
dente di riduzione potrebbe ripetersi indefinitamente mentre, d'altra parte, mods 
non può decrescere indefinitamente, così si conchiude che per h = 1 la (1) non 
ammette soluzioni. 

4. Ci limiteremo, ora, ad accennare ad alcuni altri risultati. 

I valori di u } nj, v soddisfacenti alla 2» delle (4) devono necessariamente 
essere della forma 

u = fc 2 + 2* 2 ; ti = C* - 2t* \ v = 2>* con (C , 20 = 1 (8) 

donde, per sostituzione nella 1» delle (4), 

i* = ì;4-4(8/i-3K** 2 + 4e 4 (9) 

e, per paragone delle (6) e (7) con le (8), risulta 

fc 2 - 2* 2 = (2h - l)i> 2 2 +V ; 2tf = V& <9 r ) 

cioè « da ogni soluzione propria x, y, z del sistema (l) consegue necessariamente 
una soluzione della (9) ed una soluzione delle (9 r ) ; e, viceversa, da ogni solu- 
zione delle (9), o delle (9 f ), si deduce una soluzione della (1) ancorché 4h— 1 e 2h-l 
non sieno primi », La inversa si dimostra procedendo a ritroso nel ragionamento 
precedente. 

5. Accenniamo ora a qualche risultato che si deduce imitando il procedi* 
mento precedente, ma supponendo però {x , 2 2h — 1) = 2 , ipotesi legittima da 
quanto è esposto in (2). 



Digitized by 



Google 



)( 80 )( 
l.o Se il sistema (i) ammette soluzioni è 

2A-l = e (mod8) ove s-==fcl. (IO) 

2.o Ad ogni soluzione propria del sistema (1), in cui la x è pari, corrisponde 
una soluzione propria dell'equazione 

e* 2 = (2h - l)a 4 + Azh%*$* + (2h - l)? 4 (1 1) 

(ove e ha il valore espresso in (10), e viceversa (notando che la inversa ha luogo 
anche se 2/i— 1 e Ah— 1 non fossero primi) ; e le formole di passaggio sono 

x = 2afó ; y = a 4 - g 4 ; z = z\* 

3.o Se h può assumere la forma 

Ah - 1 = X 2 + 2|jl 2 ove X = 24jjl - 15 , 

ovvero la forma 

Ah - 1 = X 8 - 2jjl 2 ove X = 5(- 1 + I2k) , |i = 4 - 43fc , 

(X, pt, k essendo numeri interi) la (1) 6 risolubile (ancorché 2&-1 e 4A-1 non ri- 
sultino primi). 

4.o In 7i=21 si ha il più piccolo valore dispari di h pel quale il sistema (1) 
ammette soluzioni. 

5.° Si noti che il sistema (1), la (9), il sistema (9'), e la (11) sono contempo- 
raneamente possibili od impossibili. 
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SOPRA ALCUNI SIGNIFICATI GEOMETRICI 

DEGLI INVARIANTI DEL CONNESSO TERNARIO DI PRIMO GRADO 

PER 

MARINO PANNELLI. 



I Signori Clebsoh e Gordan dapprima (*), Pasch in seguito ( 8 ) e finalmente 
Kraus ( 8 ) hanno dato diversi significati geometrici degli invarianti del connesso 
ternario di primo ordine é di prima classe, cioè di primo grado. La considera- 
zione delle coniche isologhe corrispondenti ai punti e alle rette di un medesimo 
piano in cui il connesso venga rappresentato, conduce facilmente ad altri signi- 
ficati degli stessi invarianti. E la ricerca di questi significati costituisce l'oggetto 
della presente Nota. 

1. 8iano x x x 2 x s le coordinate omogenee di un punto X di un piano ic e 
*>i i>t % quelle di una retta V di un altro piano o. Posto 

a a = o 1 a 1 + a 2 Xi + 04% *> a = v x <x x + v È a È + t? 8 a g , 

l'equazione 

nella quale i simboli a { ed aj (i e j = 1, 2, 3) hanno significato di quantità solp 
nelle combinazioni a { óij = aja t , rappresenta un connesso di primo grado, il quale 
determina una collineazione fra i due piani dati. 



(*) Mathematische Annalen. Voi. I pag. 359. 
( f ) Hathematische Annalen. Voi. XXIII pag. 419. 

('} Die Geometrische Deutung von Invarianten welphe bei ebenen Collineatio- 
nen auftreten— Inaugurai Dissertation. 

vol. xxxvi. 11 
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In virtù del connesso f , ad ogni pnnto X di * corrisponde in a un punto 
T di coordinate 



a) 



Vi = *\ a x 



Vi = *%«* 



i = <V» a 



il segno = indicando proporzionalità. 

Parimenti ad ogni retta V di o corrisponde in ic una retta U di coordinate 



(2) 



1*,==^* 



U*Z=*<h v a 



u. = a«v t 



'8 v a* 



Al connesso f è coniugato un altro connesso di primo grado P, di cui l'e- 
quazione è (*) 

nella quale i simboli A t * ed Aj hanno significato di quantità solo nelle combina- 
zioni A { Aj = AjA { , ed in queste combinazioni sono rispettivamente i reciproci 
degli elementi dei determinanti 



A = 



«1*1 a i a % «1^3 

a 2 a t a 2 a 2 aja 8 
«»«! «8^ a s a 8 



a i^i *i a * a i*s 
«««ì ««** a 2*s 

a 3 a i 3**1 ^S** 



In virtù del connesso F, ad ogni punto T di e corrispónde in * un punto 
X di coordinate 

(3) acjS^Ày x t = A 2 k y acjSEÌ s A y 
e ad ogni retta >u dà * Una retta V di o di. coordinate 

(4) v 1 ^A l u A »isV A *8 = -M A 

Il connesso F rappresenta dunque la trasformazione inversa di quella data 
'dal connesso f. 

2. Suppongasi che i due piatii t e o coincidano e che i punti X ed T, 'come 
le rette U e V, siano riferiti ad uno stesso triangolo fondamentale. In tal caso il 



(') Veggasi ad esempio la Memoria del Battaoi/M '* Stìi ^otti&sfei ternari di 
V> ordine e di 1* classe » inserita ttel Val, IX degli -Atti folk R. Accad, delle 
Scienze fis. e mat, di Napoli* 
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sistema formato dai punti X e dalle rette U si dirà primo sistema , quello for- 
mato dai punti Y e dalle rette V, secondo sistema. Ora, se passando dal primo 
al secondo sistema si trovano i punti che corrispondono successivamente ad un 
medesimo punto X, oppure se passando dal secondo al primo sistema si trovano 
le rette che corrispondano successivamente ad una medesima retta V, si otten- 
gono le collineazioni definite dai connessi 



(5) 



fi = h <Px v t = ° y /i = K c ^ a €c v y = > f% = &<x c p<tyV« = ° i 



dove i simboli 6JJ, cy, dò } , . . sono equivalenti ad aa, le quali, secondo le deno- 
minazioni del Sig. Pasch, vengano rispettivamente chiamate quadrato, cubo, 

della collineazione data. 
I connessi 

(6) P 1 = B 2 A^ = 0, F % = B A C B A„u c =0, F $ = B A QJD ,£,*„ = 0, .,. 

dove i simboli BB, C(7, D2>, sono equivalenti ad AA, sono rispettivamente 

conjugati dei precedenti, epperò rappresentano le trasformazioni inverse di quellq 
definite dagli stessi connessi precedenti. 
Gli invarianti del connesso f sono 

(7) i = a a 7 i x = apb a , i 9 = afac^ , i s = a 5 6 a Cpd^ , , , . 
e gli -analoghi del connesso F 

(8) I = A„ I^lJB Àt W^C,, I^A^C^ 
3. Se si indicano con 

(mn\ (mn) 2 (mn) 3 e (jiv), (jìv) 2 (|iv) 8 

i determinanti contenuti nelle matrici 



™i ™* w, \L t ji 2 j* 8 

w, » t n s v 4 v, v 8 

e si pone 

[ (*»*) (pv) ] s (•m) l (jiv) 1 + (mn) 2 (jiv), + (mn),(ixv), 
si ba subito l'identità 
(9) [ (mn) (jiv) ] = wy^ - m^. 
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Dalle notazioni adottate nel n° 1 e da un teorema fondamentale sui deter- 
minanti reciproci, si deducono facilmente le relazioni seguenti : 

(10) À,4 = | («0,(06), 

(11) «««,•* = g(4fl),(ÀB}, 
ed inoltre 

(12) A = |A a a 



3 a "* 



oppure 



(13) A = ^(a6c)(a? Y ) 



6 



come anche 



F = \ (abu) (afa). 

Da quest'ultima relazione, effettuando il prodotto dei due determinanti sim- 
bolici, poi sviluppando il determinante così ottenuto e infine tenendo presenti 
le formolo (5) e (7) , si ricava (*) : 

(14) 2F = (<• - i t ) u y - 2if + 2/V 

Se in questa relazione in luogo di f, f x e P si pongono le corrispondenti 
espressioni simboliche e ad y { si sostituisce ^c y si ottiene 

(abu) (a^Y) <>y — tf 2 - *i) ^ ^ T - 2t a i <V w a + 2 a^ ò a c y tip. 

Ora permutando fra loro i simboli equivalenti aa, 6(5, cy si ha 

3(oòw) (affy) c y = (a(fy) [(6cw)a y f (cau) b y + (a&w) c y ]. 

Ma è identicamente 

(bcu) a y + (cau) b y + (a&tt) c y = (a&c) w y , 



(*) Cfr, Clkbsch — Lindemann : Lenona sur la Geometrie. — Tome troisième. 
Pagina 421. 
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dunque , tenendo presente la (13) , si ha ancora 

(15) (abu) (afr) c y = 2 A u v . 
Quindi la relazione precedente diventa 

(16) 2A Wy = (i 2 -*.)/>- 2if t + 2f r 
Da questa si ricava in modo analogo 

(17) 2 A/» = «• - *,)/, - 2if,+ 2f 3 

e così di seguito. 

Dalle relazioni ottenute, formando sui due membri di ciascuna di esse, suc- 
cessivamente gli invarianti i , t, , ... si deducono le altre : 

(18) 6A = (** - i % ) i - 2ìt f + 2t, 

(19) 2*i = (f - ij %i - 2 u 2 + 2i, 

e co6i di seguito ( 1 ). 

In virtù delle forinole (10), la prima delle (8) si può scrivere così: 

I = |[(«9)(o6)] 



ossia, per la (9), 



e infine , per le (7) , 



I = 2 (<Vfy - Va) 



(20) I = % ~^ 



Trasformando in modo affatto analogo la seconda delle stesse forinole (8), 
si trova : 

(21) "1,-^f 4 .- 

Dalle (18) e (19) eliminando i t e tenendo presentile (20) e (21), si deduce 

I 2 -I i =2Ai. 



(*) Cfr. Pasoh !• e. no 9. 
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Ora si osservi che seèI = OeI l =OeA diverso da zero ,. in virtù della 
relazione precedente deve essere i = 0, e quindi, per la (20), anche t, = 0. Ana- 
logamente si trova che se è » = e i, = 0, è anche I = e I f = 0. Dunque : 

« Se sono nulli gli invarianti i ed t, , sono nulli anche gli invarianti I ed 
I f , e viceversa ». 



4. Se 



<*wK = 



è l'equazione simbolica di una conica, i simboli a { e bj avendo significato di 
quantità solo nelle combinazioni afij = afa , è facile dimostrare che l'espressione 
«imbolici del discriminante della conica è (a meno di un coefficiente numerico) 

(22) (a a' a") (b b' b") + 3 (a a' &") {b b f a") , 

dove a'b' e a"b" sono simboli equivalenti ad db (*) 
Se 

C|«*i 2 + c 22 x 2 2 + c 8S a? 8 * + 2c 23 a? a x 8 + 2c 8i cc s cc l + 2e lt x t 9^ = 

Tii*i f + TnV + T»V + 2 Yss«i*i + ^««Vi + 2T«*i«i = 

sono le equazioni in coefficienti effettivi di due coniche, l'una in coordinate di 
punti e l'altra in coordinate di rette, l'invariante simultaneo 

©u = c,i Tu + c n Y2» + C S3 Yss + 2c M Tfs + 2 c 31 y 81 + 2 c, 2 ?„ 

esprime col suo annullarsi come è noto,' che esiste un numero semplicemente 
infinito di triangoli polari rispetto alla prima conica e circoscritti alla seconda, 
come anche un numero semplicemente infinito di triangoli polari rispetto a questa 
e inscritti in quella. In tal caso si dice ohe la prima conica è armonicamente 
inscritta alla seconda, e questa armonicamente circoscritta a quella. 
Ora se le due coniche hanno come equazioni 

a x h x = ° u * u % = • 

fra i coefficienti di queste equazioni e quelli delle precedenti, hanuo luogo le 
relazioni 

ajbj + afa = 2c {J = 2cjì mfij + afa = 2^ = 2 Ty< 



(*) Cfr. Battaglini : Sulle forme ternarie bilineari ; Memorie della R. Accad. 
dei Lincei— Classe di Scienze fis. mat. e nat. Voi. IX p»g, 16. 
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in virtù delle quali l'invariante G lg prende la seguente forma sittrtrtritca (*) : 

(23) 2© lt = a a 6p + a p ò a . 

Suppongasi invece ohe le due coniche abbiano come equazioni 

a * K = ° c * d * = 0* 

Il discriminante di una conica qualunque del fascio da esse determinato, si de- 
duce da quello di una qualunque delle coniche stesse, per esempio dal discri- 
minante della prima, sostituendo ai coefficienti c^ dell'equazione di questa i coef- 
ficienti Cy + Xe^ dell'equazione della conica considerata nel fascio, essendo X il 
parametro corrispondente a tal conica ed e^ i coefficienti effettivi dell'equazione 
della seconda delle coniche date. Sviluppando col teorema di Taylor il risul- 
tato di questa sostituzione, il coefficiente di X* in detto sviluppo è appunto l'in- 
variante 6„ ; opperò tenendo presente la formola (22) , si trova : 

(24) 20„ = (acc f ) (bdd') + (add') (bcc 1 ) + 2 (acd') (òde'). 

U coefficiente di X nello stesso sviluppo è l'invariante simultaneo M delle 
due coniche date, il quale col suo annullarsi esprime ohe la seconda di queste 
coniche è armonicamente inscritta alla prima, e questa armonicamente circo- 
scritta a quella. Esso è quindi espresso dalla formola : 

(25) 2« al = (aa'c) (bb'd) + (aa'd) (bb'c) + 2(a&'c) (ba'd). 

5. Un punto X , od Y , del primo, o del secondo sistema, il suo corrispon- 
dente Y , od X , di cui le coordinate sono date dalle formolo (1) , o (3) , e un 
punto fisso Z di cui le coordinate siano z ì} z gJ z z , giacciono in linea retta, se 
si ha: 

J f = a x (axix) = oppure J 2 = k y {Azy) = ()• 

Dunque ; Il luogo di un punto X, od Y, del primo, o del secondo sistema, 
tale che esso e il suo corrispondente Y, od X, siano allineati con un punto dato 
Z, è una conica J, , o J 2 . 

Queste due coniche J^ e J 2 diconsi coniche isologhe corrispondenti al punto 
Z, l'una, J| , nel primo sistema, e l'altra, J 2 , nel secondo sistema. 

Le coniche isologhe di ciascuno dei due sistemi formano una rete , che ha 
per punti-base i tre punti uniti della collineazione data. 



(*) Cfr. Bavaglini : Sulle forme ternàrie bilìnearì pag. 18. 
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Analogamente : L'inviluppo di una retta u } o V, del primo , o del secondo 
sistema, tale che essa e la sua corrispondente V, od U, si taglino in un punto 
di una retta data W, è una conica, che ha per equazione 



K, = u A (Aum) = 



oppure 



K 8 = v^uwv) = 0. 



Queste due coniche K t , K 2 diconsi coniche isologhe corrispondenti alla retta 
W, Tuna K t , nel primo sistema, e l'altra, K 8 , nel secondo sistema. 

Le coniche isologhe di ciascuno dei due sistemi formano un tessuto che ha 
per rette— basi le tre rette unite della collineazione data. 

6. Se applicando la formola (22), si cerca il discriminante della conica iso- 
Ioga J, e questo si pone eguale a zero, si ha l'equazione : 

(abc) [ [az) ($z) fa) ] + 3 [ab fa] [ (os) (fa) e] = 0. 

E quindi: Il luogo di un punto Z la cui conica isoioga J, corrispondente nel 

primo sistema si scinde in due rette, è del 3° ordine. Ma ogni punto di ciascuna 
delle tre rette unite della collineazione data, gode di questa proprietà, dunque 
l'equazione precedente è l'equazione complessiva delle tre rette unite. 

Essa può esser messa sotto forma più semplice. 

Intanto si ha 



[(az)(fa>fa)] = 



a 2 «3 — a 3 z s a z z l — a x z ò a x z % — ol s z 1 

P**8 - Pa Ps*i - P A P A - P**i 
Y*** - TA TA - YA Ti** - TA 



= 0, 



epperò il suo primo termine è nullo. 

Inoltre, per la identità (9), si ha da un lato 



[abfa)] = [(ab) fa)] = a N b z - a z b y 



e dall'altro è 



' (26') [(«*)(?*) e] = 
e quindi 



a A ~ a » z t a A ~ *A «ì*» - «A 

Pa-Pa Pa-Ba Pa-Pa 

C| C 2 Cg 



= («W e, 



WT»)1 [(«*) (P*> e] « (*P«) o, &, e, - (a?*) fy o, e, 
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e in fine, osservando che col permutare i simboli equivalenti ai e b^ f si ha 

(*P*) 6 7 a, e, = - (agz) a Y 6, e, 
si ottiene ancora 

(26) [afttYz)] [(o*)iP«) e] = 2(ags) a T 6, e,. 

Dunque 1' equazióne complessiva delle tre rette unite della collineazione 
data è 

9 = (a$z) a 7 b z c. s = 0. 
Analogamente si trova che il discriminante della conica isoioga J 2 è 

(27) [AB (Cz)] [(Az){Bz)G] = 2(ABz) A c B, 0, 

e quindi l'equazione complessiva delle tre rette unite può anche scriversi così : 

<b = (ABz)A B z C 3 = 0. 

Per ridurre questa equazione alla precedente; si cominci con l'osservare che 
in virtù delle formolo (10) e (9) si ha 

2» = [A(ab)z] A c (a$z) c z = (a x b A - a A b s )(^z) k c C s 

= («W «* K A C C, - {*fa)a A b g k c C s 

donde, notando che con lo scambio dei simboli equivalenti aa e b% } l'ultimo ter- 
mine, considerato col proprio segno, si riduce al primo, segue 

<b = (a$z)a,b A A c C g 

Per le stesse forinole (10) e (9) si ha ancora 

4A A G s b c = [(TfSKtf)] (errfficd) = (« T f 6 - e ò fj («p) {bed) 
= (bed) (ir k z) e 7 f ò - (bed) (ir k z) e 6 f^ 



donde 



*A c Q,b A =(bcd){iYi*)*Tft 



epperò 



2* = (bei) (ttBn) («)*) a, «,/,. 

VOL. XXXVI. itf 
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Inoltre in virtù dell'identità 

(api) A c = (a?C?> A, - A a ($Cz) + A,(aC*) 

si ha altresì ; 

* = (*$C)a z b A A S C Z - (g05)a ff & A À a C, + («0») a s G g -A^ b A 

ossia 

* = L-M + N-3A 

indicando con L ed M i primi due termini del secondo membro e con N il pri- 
mo fattore dell'ultimo e ricordando che il secondo fattore di questo termine è 7 
per la (12) , eguale a 31. 

Ora per le solite formole (10) e (9) si ha 

2N = [<x(6c)*K(M = (^a-»a*>.(?T*) -" VAtMHVitW 
donde 

N = (ftp) c a a, 6, = - <p. 
Analogamente si trova 

L = (783) c a d p a* b A A £ 

U=(^Sz)c s d^a s b A A a 

e quindi 

L - M = (fòz) d$ a z b A [c a A 5 - c x A a ] 

donde , per le formole (10) , si ricava 

2(L - M) = ( T 8«) d ? a, (òef) [c a («]*) - c,(«ja)]. 
Ma è identicamente 

c a (ni«) - c s (cqa) = (cwjz) c e - (at*J e, 
dunque si ha ancora 

2(L-M) = (bef)(^z)(ariz)d^c g a g - (bef)fySz)(onz)d^ n a g 
da cui segue 

L — M = (bef) (v3«) (aij*) d p c g a, = — 2* , 
in virtù dell'espressione di 2$ trovata sopra. 
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Si ha dunque finalmente 

* - - 2*- 3<pA 
epperò 
(28) 4> = - Ay. 

7. Un punto X e i suoi corrispondenti nella collineazione data e nel cubo 
di questa stanno in linea retta, se si ha : 

(agsc) a x d x b^ c ò = 0. 

Ora in virtù dell'identità 

(afa) fc, = (aya?) ò p - (fra) 6 a + (afr) &* 
è 

Ma i due ultimi termini del secondo membro di questa eguaglianza sono nulli, 
perchè ciascuno cambia di segno permutando fra loro simboli equivalenti ; si 
ha dunque 

(29 ) (a,£ x) a* d a 6 Y c ò = i • (aya;) c 5 a a d^.. 

Quindi: Il luogo di un punto X tale che esso e i suoi corrispondenti nella 
collineazione data e nel cubo di questa siano in linea retta, è, in generale, co- 
stituito dalle tre rette unite della collineazione proposta. Però se l'invariante i 
è nullo, la relazione precedente dimostra che la proprietà enunciata ha luogo 
per qualunque punto del piano. Questo è il significato geometrico dell'invariante 
i dovuto ai Signori Clebsch e Gordan. 

Come la forinola (29), così si dimostra l'altra : 

(30) (ABx) A x D x B^ = I • (ACx) C D A X V x . 

8. In virtù della forinola (28) la conica J t è armonicamente inscritta alla 
conica K t , se si ha : 

(31) 20 12 - a À [(az){Aw)] - (Aaw)(Aaz) - 0. 
Ora per la (9) è 

a A [(az)'Aw)] = a A A a • w 9 _ a A A,«> a . 
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Ma per la (12) si ba 

a A A a = 3A 
.e per le (10) 

2a A A x w a = (aòc)G*T*) ,l V 
Inoltre come la relazione (15), così ha luogo la seguente 

(abc) (ftz) w % = 2±w s 
Dunque è intanto 

a.[(a*)(Àw)] = 21«v 
Per le forinole (10) e (9) si ha poi 

2(Aaw)(iia*) = [(au>)(ft)][(az)(bc)] =. {a^-a^^b^-b.c^ 
= «^ a * c s V) t ~ «pC a ò,to T - a^b a c x w^ + a 7 c a • &,«>p 
e quindi tenendo presenti le (5) e (7) 

(&aw) (Acuì) = ìj f — f 2 
Dunque si ha in fine 

(32) 20 12 = 2A », - i % f + f % = 0, 

e se qui si pone in luogo di f % il suo valore ricavato dalla (16), si ottiene ancora: 

(33) 40 12 = 6A w g - (t* t % K )f +21/", = 0. 

In virtù della forinola (23\ la conica J 8 è armonicamente inscritta alla co- 
nica K 8 , se si ha : 

20 18 = A a [(Az)(a'<>)] - (aAw)(aAz) = 0. 

Trasformando il primo termine di questa equazione, come si è trasformato 
il primo termine dell'equazione (31), si trova 

A a [(i4z)(ato)] = 2A w z . 

Così si vede che l'equazione precedente si riduce alla stessa (31). 

L' equazione (32) , o (33) , è di primo grado tanto rispetto alle variabili 
z \ y z t ì z % ) qu an to rispetto alle variabili w t , w % , w z , quindi, rappresenta un con- 
nesso di primo grado ; epperò : 

I. « Preso un punto qualunque del piano, tutte le rette del piano stesso, 
« le cui coniche isologhe corrispondenti nel primo, o nel secondo sistema, sono 
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€ armonicamente circoscritte alla conica isoioga corrispondente al punto dato 
€ nel primo, o nel secondo sistema, passano per un medesimo punto , che è lo 
€ stesso per i due sistemi ed è il corrispondente di quello dato nella trasfor- 
€ inazione definita dal connesso I2 «. 

In particolare, se è i = , l'equazione (33) diventa : 

40 i2 = 2i 2 w 2 - iif=0 

e questa dimostra: 

II. « Se l'invariante i ò nullo, un punto qualunque e i due punti che ad 
« esso, considerato come appartenente ai primo sistema, corrispondono nella col- 
<c lineazione data e in quella determinata dal connesso f2 , sono in linea retta». 

Quindi tenendo presente il teorema che precede, può anche dirsi : 

III. « Se Tinvariante i è nullo, la conica isoioga corrispondente nel primo, 
€ o nel secondo, sistema, ad un punto qualunque è armonicamente inscritta alla 
« conica isoioga corrispondente nel primo, o nel secondo sistema, alla retta che 
e congiunge il punto dato con quello che ad esso , considerato come apparte- 
« nente al primo sistema, corrisponde nella collineazione data ». 

Se poi è i f = , l'equazione (32) diventa : 

2e,2 = 3(* 8 + 2t 2 )w 2 +^ = 

e questa dimostra : 

IV. « Se l'invariante i % è nullo, un punto qualunque e i due punti che ad 
e esso, considerato come appartenente al primo sistema, corrispondono nel cubo 
« della collineazione data e nella collineazione 12 , sono in linea retta ». 

Quindi tenendo presente il teorema I , può anche dirsi : 

V. « Se l'invariante i", è nullo, la conica isoioga corrispondente nel primo, 
« o nel secondo sistema, ad un punto qualunque è armonicamente inscritta alla 
« conica isoioga corrispondente nel primo , o nel secondo sistema , alla retta 
« che congiunge il punto dato con quello che ad esso, considerato come appar- 
ta tenente al primo sistema corrisponde nel cubo della collineazione data ». 

Si noti che in virtù del significato dell' invariante i dovuto ai Geometri 
Clebsch e Gordan (n.o 7), le proprietà contenute nei due ultimi teoremi valgono 
evidentemente anche quando è nullo l'anzidetto invariante. 

In fine se si ha contemporaneamente i = e i, = l'equazione (33) diventa: 

20, 2 = i^w t = 0. 

epperò : 

VI. « Se gli invarianti i ed t\ sono contemporaneamente nulli, la conica 
< ieologa corrispondente nel primo, o nel secondo sistema, ad un punto qualun- 
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€ que, è armonicamente inscritta alla conica isoioga corrispondente nel primo , 
e o nel secondo sistema ad una retta qualsiasi passante per quel punto ». 

9. In virtù della formola (23), la conica J, è armonicamente inscritta alla 
conica K s , se si ha: 

20 ' 12 = a p [ (a«) {bw) ] - (ahw) (afiz) = 0. 

Ora per la (9) prima e poi per le (5) e (7) è : 

«0 [ (**) (M ] = a $ b a' w z — a P b s w a = *l w z - fv 

Inoltre per la (14) è 

(abw) (afiz) = (t 2 - t\) w s - 2i f f + 2/\. 

Dunque l'equazione precedente diventa: 

(34) 20', 2 = (2*, - ì 2 ) w, + 2if - 3/\ = 0. 

Quindi : 

I. « Preso un punto qualunque del piano, tutte le rette del piano stesso 
« le cui coniche isologhe corrispondenti nel secondo sistema sono armonicamente 
« circoscritte alla conica isoioga corrispondente nel primo sistema al punto dato, 
<c passano per un medesimo punto che è il corrispondente di quello nella tra- 
« sformazione definita dal connesso 0' 12 ». 

In particolare se è i = 0, l'equazione (34) diventa : 

2 0' 12 = 2i 1 ^-3f, =0 

e questa dimostra: 

II. « Se l'invariante i è nullo, un punto qualunque e i due punti che ad 
« esso, considerato come appartenerne al primo sistema, corrispondano nel qua- 
c drato della collineazione data e nella collineazione definita dal connesso 0' 12 , 
« sono in linea retta ». 

E quindi anche : 

III. « Se l'invariante i è nullo, la conica isoioga corrispondente nel primo 
« sistema ad un punto qualunque è armonicamente inscritta alla conica isoioga 
« corrispondente nel secondo sistema alla retta che congiunge il punto dato con 
« quello che ad esso, considerato come appartenente al primo sistema, corri- 
« sponde nel quadrato della collineazione data ». 

In fine, se si ha contemporaneamente t = e t f -0, l'equazione (34) diventa: 

20' l2 =- 3/^=0 

epperò : 

IV. « Se gli invarianti i ed i f sono contemporaneamente nulli , la conica 
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« isoioga corrispondente nel primo sistema ad un punto qualunque è armonica- 
« mente inscritta alla conica isoioga corrispondente nel secondo sistema ad una 
e retta qualsiasi passante per il punto che corrisponde al dato, considerato come 

< appartenente al primo sistema, nel quadrato della collineazione data ». 

10. In virtù della formola (23), la conica J, è armonicamente inscritta alla 
conica K, , se si ha : 

2©" 12 = A B [(Az) (Bw) ] - (ABw) (ABz) = 

ossia, trasformando questa equazione come l'analoga del n.° precedente : 

(35) 2 0" 12 = (2I 2 - I 2 ) w s + 2IP - 3 F 4 = 0. 

Quindi : 

« Freso un punto qualunque del piano, tutte le rette del piano stesso le cui 
« coniche isologhe corrispondenti nel primo sistema sono armonicamente circo- 

< scritte alla conica isoioga corrispondente nel secondo sistema al punto dato, 
« passano per un medesimo punto, che è il corrispondente di quello nella tra- 
« sformazione definita dal connesso 0' 12 . 

In particolare se è 1 = 0, l'equazione (35) diventa: 

2 0" 12 =2I,w,-3F 1 = O 

e questa, ricordando che è (20) 

21 = i 2 - i ì , 

dimostra : 

II. « Se è ì 2 — i % = , un punto qualunque e i due punti che ad esso , 
« considerato come appartenente al secondo sistema, corrispondano nel quadrato 
« dell'inversa della collineazione data e nella collineazione definita dal connesso 
« 6'' 12 , sono in linea retta ». 
E quindi anche : 

in. € Se è i 2 — i, = , la conica isoioga corrispondente nel secondo ai- 

< sterna ad un punto qualunque è armonicamente inscritta alla conica isoioga 
« corrispondente nel primo sistema alla retta che congiunge il punto dato con 

< quello che ad esso, considerato come appartenente al secondo sistema, corri- 
« sponde nel quadrato dell'inversa della collineazione data ». 

In fine, se si ha contemporaneamente I = e I, = , 1' equazione (35) di- 
venta : 

2 9" I2 =:-3F 1 = 

6 questa, ricordando (3) che se gli invarianti i ed i % sono nulli, sono nulli an- 
che gli invarianti I ed I, e viceversa, dimostra : 
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IV. « Se gli invarianti i ed i, sono contemporaneamente nulli, la conica 
« isoioga corrispondente nel secondo sistema ad un punto qualunque è armoni- 
« cainente inscritta alla conica isoioga corrispondento nel primo sistema ad una 
« retta qualsiasi passante per il punto che corrisponde al dato, considerato come 
« appartenente cai secondo sistema, nel quadrato dell'inversa della collineazione 
« data ». 

12. In virtù della formola (25) , la conica J, è armonicamente circoscritta 
alla conica J 2 , se si ha: 

(36) 2® il =(abA)[(az)(fiz)(Az)]+[ab(Az)][W 
Ora è 



(az)Q>z)(Az) = 



(az\ (az\ 



U«)i+ 



i (**)a (««)i 



{A*)*+ 






= (a/sa)^),*, + («^(Ab),*, + (a t Sz)(Ax)fy = (afiz){Azz) = 
cpperò intanto si ha: 
(37) (a&À) [ (m) (/te) (Az) = 0. 

Inoltre come la formola (26), cosi si dimostra la seguente 
[ ab (Az) ] [ (olz) (jìz)A] = 2 (*?z) a A b g A, 
la quale in virtù delle relazioni (10) , diventa 

[ ab(Az) } [ (az) (fiz) A ] = (acd) (afiz) (^z) b t . 
Ma 



(Az)>= 



(acéC)(^Sz) = 



«1 


«. 


«8 




e, 


e» 


e» 




d, 


di 


d, 





Ti 


Y» Ys 




8, 


3, «, 


= 


*i 


z, z, 





£t T Cy (L 

«5 Cg d$ 

a, e, d. 



dunque si ha ancora 

[àb(Az)\ [(«)(/te)À] = (afiz)a^b g d 9 - (*fflaj> ò e a 'd ò + (a^A'V rf * 



Digitized by 



Google 



)( 07 )( 

ossia, perchè il terzo e l'ultimo termine sono nulli, e il primo e il quinto, come 
il secondo e il quarto, sono eguali : 

[ab(Az)] [(az)(j5z)A] = 2(a t Sz) a^c ò b z d z - 2i • (a/te) a h b z d z 
e quindi in virtù della relazione (29) 
(38) . [ ab (Az) ] [ (az) (fiz) A ] = 0. 

In fine, per l'identità (9) si ha da un lato 

[ a (fiz)A\ = - (a p A. - a z A ? ) 
e dall'altro come la forinola (260 c°sì si dimostra la seguente 

[(az)b(Az)] = - (aAz)b s ] 
quindi è 

[a((tz)A][(az)b{Az)] = (a/l^a^A^ — (a^z)A^a ; ò a . 
Ma per le relazioni (10) e (9), si ha : 

2(aAz)A; = - 2(o*il)A, = - [(«)(<**)] ( T 3*) = W a c, - ^cJ( T S Z ) 
epperò 

2(a4z)ap6,A J = Wz)«tdJ> t c s - ClfSaOa^&A- 
donde, scambiando i simboli equivalenti cy e do, segue 

(ol4z) a^ b z A z = (^Sz) a^ d a 6, e, 
e di qui per la (29) 

(aAz) cip b s A z = i'(afiz) a y b z c z . 
E come la formola antiprecedente, così si trova l'altra 

(aAz) A p a z b z = tfip) c a a s b z d z 
e quindi 

(a^z) Ap a^ 6. = , 

perchè il secondo membro cambia di segno permutando fra loro i simboli equi- 
valenti bp e dZ. 

vol. xxxvi. 18 
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Dunque si trova finalmente 

(39) [ a (jsz) A ] [ (az) b{Az) ] = i • (a£z) a^ b s c : . 

Quindi l'equazione (36) diventa : 

(40; 20 21 = i • (apz) a^ b s c z - 0. 

In virtù della forinola correlativa della (25), la conica K 2 ò armonicamente 
inscritta alla conica E, , se si ha : 

2Q 21 =(apA)[(aiv)(bw)(Aic)]^ap{Aiv)][(aw)(bw^ 

Questa formola si deduce dalla (36) scambiando i simboli aa , b? ed AA 
con i simboli aa , pb ed AA e le variabili z t con v>i ; quindi, se essa si trasfor- 
ma come si è già trasformata la (36), si ottiene un risultato che deve potersi 
ricavare facendo i medesimi scambi sopra la (40). Così, ed osservando ancora 
che l'invariante i ha per espressione simbolica 

a a = a i °\ + a 2 ^2 + a d a s 
opperò rimane inalterato con gli scambi anzidetti, si trova che la formola pre- 
cedente diventa # 

20 21 = i • (abw) c a w$ w y = 0. 

Da questa formola e dalla (40) segue : 
I. « Se l'invariante i è nullo, la conica isoioga corrispondente nel primo 
« sistema ad un punto, o ad una retta qualunque del piano , è armonicamente 
« circoscritta alla conica isoioga corrispondente nel secondo sistema allo stesso 
« punto, o alla stessa retta ». 

In virtù della formola (24), la conica J t è armonicamente inscritta alla co- 
nica J 2 , se si ha : 

(41) 20 12 ^(ABa)[(yt2)(^)(a2)]+[AB(a2)][^z)(^z)a]+2[A(Z?2)a][(^)B(a2)]=O. . 

Ora, come la (37) così si ha la relazione 

(ABa) [ (Az) (Bz) (az) J = 0. 

Inoltre, come la (26), si trova 

[AB (az) ] [ (Az) (Bz) a] = 2(ABz) A a B. a. 
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donde, per le (11), segue: 

A[AB(a*)] [(Az)(Bz)a] = (AGD)(ABz)(CDz)B x 
e quindi, come la (38), si dimostra : 

[AB (aiz)][(Az)(JJz(a] --= 0. 
In fine, come la (39), si ottiene : 

à[AiBz)a][(Az)B{az)] = I- (ABz) A C B Z C, 
donde, per la (28), segue 

[A(Bz)a] [(ite)B(os)] = - l-(afiz,aj>,c g . 
Cosi l'equazione (41) diventa: 
(42) 20 12 = - 1.(^^6^ = 0. 

In virtù della formola correlativa della (24), la conica K 2 è armonicamente 
circoscritta alla conica K f , se si ha : 

M\%-(ABa)[(Aw)(Bw)(aw)]+\AB(aw^ 

Questa forinola si deduce dalla (41) scambiando i simboli AA, BB ed aa 
con i simboli AA , BB ed aa e le variabili z i con «?, ; quindi, tenendo presente 
la (42) diventa 

20 j 2 = — I>(abw) c a Wp w^ = 0. 

Da questa formola e dalla (42) segue : 
IL « Se l'invariante I è nullo, ossia se è i 2 = i % , la conica isoioga cor- 
« rispondente nel primo sistema ad un punto , o ad una retta qualunque del 
< piano, è armonicamente inscritta alla conica isoioga corrispondente nel se- 
c condo sistema allo stesso punto, o alla stessa retta ». 
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STUDIO 

SULLE FUNZIONI DI GENERE QUALUNQUE E IN PARTICOLARE 

SULLE FUNZIONI DI GENERE ZERO DI GENERE UNO 



MEMORIA 



DEL 



Dott. ALFREDO BASSI, a Pavia 



INTRODUZIONE. 



È noto come lo studio delle funzioni a variabile complessa acquistasse un 
incremento notevole in seguito agli studi classici del Weierstrass, — e, come 
in questo vasto campo di ricerche vi fu modo di ottenere una classificazione di 
tali funzioni, che potesse agevolare la via. 

Non è certo qui il caso di esporre la classificazione delle funzioni a va- 
riabile complessa, ricorderò soltanto che nel vasto campo delle funzioni uniformi 
quelle che si mantengono finite e continue per tutto il piano vengono denomi- 
nate olomorfe. Esse possiedono una grande analogia coi polinomi interi - e pos- 
sono essere sviluppate secondo la serie di Mauclaurin convergente per qual- 
siasi valore della variabile ; sono quindi trascendenti intere se il loro sviluppo 
è una serie, razionali intere quando esso si riduce ad un polinomio ; — pei* le 
prime il valore infinito della variabile è un punto essenziale, per queste ultime 
runico polo. 

Di questa importante categoria di funzioni intendo parlare ; e il presente 
lavoro ha per iscopo di esporre le notevoli proprietà che le funzioni olomorfe 
(trascendenti) godono , ravvicinandole con quelle note di polinomi, affinchè più 
proficuo ne sia Tesarne, e più facile l'indagine di una numerosa serie di altre 
proprietà già verificate in copia di casi particolari, ma che non furono ancora, 
in senso generale, rigorosamente dimostrate. 

A base di questo studio io prendo una classificazione, o meglio un concetto 
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felicemente introdotto nel 1882 dal LagCerre — il concetto di genere. Fra le 
funzioni olomorfe considererò solo quelle aventi genere , ossia (con denomina- 
zione introdotta dal Prof. Vivantd le funzioni olomorfe di prima classe — tra- 
lasciando quelle di seconda classe — di cui finora poco note son le proprietà — 
e di cui molto più di rado accade incontrare esempi di notevole importanza. 
Come più interessanti studierò in particolare le funzioni di genere zero e di ge- 
nere uno ; le prime costituiscono una categorìa di funzioni di cui fan parte i 
polinomi, coi quali esse hanno buon numero di proprietà comuni ; le seconde 
•(di cui fan parte le funzioni trigonometriche) offrono la curiosa particolarità di 
avere comune con le prime le proprietà p'ù essenziali. 

Laguerre primo, indi una buona serie di autori trattò questo argomento: 
ricorderò il Cesàro, il Poincaré, il Pincherle, il Vivanti, THermite, e più re- 
centemente Joseph von Puzyna, THadamard, ecc. 

Ordinare e stabilire confronti e paralleli fra le conclusioni trovate, aggiun- 
gere fin dove le mie forze mi hanno condotto, — affinchè più chiare apparissero 
le proprietà di questa categoria di funzioni è stato il mio intento; a conseguire 
il quale mi furono certo d'ausilio forte i consigli autorevoli dei Professori Pa- 
scal e Vivanti, che mi diedero modo di riassumere, coordinare e scegliere fra 
le dimostrazioni quelle che unissero alla semplicità e alla chiarezza tutto il ri- 
gore necessario. 

Non sarà peraltro inutile eh 7 io riferisca qui per ordine cronologico le Me- 
morie da cui attinsi e quelle che consultai (*). [Un sunto di alcuni nuovi risul- 



C) 1876. K. Weierstrass. Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 
( Abhandlungen der Kòniglichen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin). Tradotta in francese dal Picard negli « Annales de Y École 
Normale Supórieure » (1879). 

1878. S. Pincherle. Relazione fra i coefficienti e le radici di una funzione 

intera trascendente. Nota inserita nel Voi. XI Rendiconti dell'Istituto 
Lombardo. 

1879. Frenzel. Una nota inserita nel Voi. 24 del « Zeitschrift fiir Mathematik 

und Physik ». Nel Voi. 30 dello stesso periodico sta una notevole me- 
moria del Witting. 

1882. (1° Sem.) Laguerre. « Sur quelques équations transcendantes » Comptes 
Rendues de TÀcadémie des Sciences de Paris Voi. 94. 

1882. (1° Sem.) Laguerre. Sulla determinazione del genere di una funzione 
trascendente intera. Comptes Rendues de TAcadémie des Sciences de 
Paris. Voi. 94. 

1882. (2° Sem.) Laguerre. Nota sulle funzioni di genere zero o di genere uno. 
Comptes Rendues de TAcadémie des Sciences de Paris. Voi. 95. 
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tati da me ottenuti in questo lavoro , è comparso in due Note nei Rendiconti 
dell'Istituto Lombardo (1895-96) ]. 



1882. (2o Sem.) Poincaré. Sulle funzioni intere. Voi. XI del Bollettino della 

Società Matematica di Francia p. 136. 

1883. (2<> Sem.) Poincaré. Sulle equazioni algebriche. Voi. 97 dei Comptes 

Rendues de l'Académie des Sciences de Paris. 

1884. G. Vivanti. Nota inserita nel « Giornale di Matematiche » Voi. 22 e 

Rettifica nello stesso volume. 
1884. E. Cesàro. « Remarques sur les fonctions holomorphes » Voi. 22 del 

Giornale di Matematiche (Battaglini). 
1884. (31 marzo). Memoria di Boris Buckreyen. Espressioni analitiche delle 

funzioni uniformi. 
1884. (1° Sem.) Laguerrè. « Sul genere di alcune funzioni intiere » Voi. 98 

Comptes Rendues de TAcadémie des Sciences de Paris. 

1884. (2<> Sem.) E. Cesàro. « Sulle funzioni olomorfe di genere qualunque » 

Voi. 99. Comptes Rendues de TAcademie des Sciences de Paris— con 
aggiunte di Hermite. 

1885. E. Cesàro. Sopra un teorema di Laguerrè. Nouvelles Annales de Mathc- 

matiques Ill a Serie. 

1885. G. Vivanti. « Sulle funzioni intiere trascendenti. Giornale di Matema- 

tiche Voi. 23 p. 96. 

1886. (1° Sem.) De Sparre. « Sulla determinazione del genere di una funzione 

olomorfa in alcuni casi particolari. Comptes Rendues de l' Académie 
des Sciences de Paris Voi. 102. 

1888. G. Vivanti. « Nuove ricerche sulle funzioni intiere » Giornale di Ma- 
tematiche Voi. 26 p. 303. 

1892. Joseph von Pdzyna. Sopra il genere di una funzione analitica con in- 
finiti punti zero. Monashefte fùr Mathematik und Physik. 

1893. J. Hadamard. Studio sulle proprietà delle funzioni intiere. Journal des 
Mathématiques pures et appliqués (Liouville). Tomo IX fase. N. 2 p.171. 

1895. (11 marzo). Desaint. Comptes Rendues. « Nota sulle radici di una fun- 
zione di genere qualunque ». 
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PARTE I. 

Delle funzioni olomorfe in relazione alle loro radici 
e ai loro coefficienti. 



§1. 
Preliminari. -Del genere di una funzione olomorfa intera.— Formole fondamentali. 

1- A IìAguerhe — come abbiamo già notato — si deve l'introduzione nello 
studio delle funzioni olomorfe del concetto di genere; diamone ora un' esatta- 
definizione. 

Sia I*\z) una funzione olomorfa ammettente gli zeri a 1 , a 2 , ... a v ... disposti 
per ordine di moduli crescenti, e avente r radici nulle ; essa può essere posta, 
secondo TVeiekstbass, sotto la forma : 



F(2) = z 'e G(z) n(l--)^ ) 
v=i ^ a v/ 



U) 



in cui e è una funzione olomorfa priva di zeri a distanza finita e 






ft=l v 



essendo 

Pi J P2 7 • • • 2V 

i più piccoli numeri interi positivi che rendono convergente la serie 



V=l 



<* 



JVm 



per ogni valore finito di z. 
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Esiste il caso iu cui le quantità a x , a 2 , . . . , a v . . . sono tali che i numeri 
Pi ? Pi i • • • ; Pv cne rendono convergente per ogni valore finito di z la serie 



J* 



,i>v+ 1 



si possono assumere tutti eguali ad un numero fisso m -f 1 \ cioè tali da rendere 
convergente la serie 



(a) 



v=i 



Tali funzioni trascendenti intere si dicono della prima classe (*) ; di seconda 
classe le altre ; e se per una di esse è m -f- 1 il più piccolo numero che rende 
convergente la serie (a) si dice che detta funzione è di genere m. 

Chiameremo fattore esponenziale esterno il fattore e del secondo mem- 
bro della (1) e funzioni semplici quello in cui esso si riduce ad una costante. 

Kisulta che una funzione di genere m , con r radici nulle è data dal pro- 
dotto : 



^([(l-^e^) 



in cui : 






ma„ 



o sotto altra forma 






Chiamerò, con denominazione di Weierstrass, fattori primi i termini della 
forma 



(-;;) 



O 



(*) V. Nota di G. Vivanti. Giornale di Matematiche (1883) Voi. 22 p. 244. 
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cbe costituiscono la generalizzazione dei fattori lineari nella scomposizione dei 
polinomi -, e noterò fin d'ora come per le funzioni di genere uno si riducano al- 
l' espressione 



O-iK 



e per quelle di genere zero sparisca l'esponenziale, riducendosi il fattore iden- 
tico al caso dei polinomi. 

2. Alcuni autori, considerando l'espressione analitica delle funzioni di genere 
m, senza risalire all'origine della loro costituzione, e alla condizione cui deb- 
bono soddisfare le radici, definirono funzioni di genere m } quelle in cui i fattori 
esponenziali si riducevano a polinomi di grado al più. eguale ad m (*); I'Hada- 
mard poi in una sua Memoria sulle funzioni olomorfe incluse la condizione che 
pure la funzione G(z) del fattore esponenziale esterno si riducesse ad un poli- 
nomio di grado non superiore ad m\ condizione affatto non necessaria. 

Le funzioni di genere m per cui tale condizione sussiste le distingueremo 
tutt'al più dalle altre per alcuna proprietà notevoli e , (con denominazione in- 
trodotta dal Prof. Vivanti) le chiameremo funzioni Y. 

Deriviamo ora logaritmicamente la formola (1), otterremo: 

W v=1 af\z-a v ) 



e se F(z) è funzione semplice 

F'(s) _ r y 



/• 



>/\*-«v) 



(») 



e se F non ha radici nullo : 



F'OO _ v zPv 



-s 



F{Z) « a/V« v ) 



(P) 



l 1 ) V. Nota di M. H. Poincaré « Sur les fonctions entières ». Bulletin de la 
Société Mathématique de France. Tome XI p. 136. 

V. Nota di Hadàmard « Studio sulle proprietà delle funzioni intiere » Jour- 
nal de Mathématiques pures et appliquées. (Liouville) T. IX (1893) p. 171-210. 
vol. xxxvi. 14 
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Queste le forinole fondamentali quanto alle funzioni di 2* classe, per quelle 
di 1», le formolo corrispondenti sono : 



Jfl = — + G'[z) + z' n V -— 



F(*> 



v*=i "V 



•(« - «.) 



(»»') 






(»'; 



F(z) tì. «. M (*-* 



v=i *v 



O>0 



§11- 



Della convergenza di alcune serie notevoli e loro comportamento all' <x>, 

1. Dalle forinole incontrate nel paragrafo precedente emerge chiaro la ne- 
cessità di studiare le serie che vi compaiono, che dalle conclusioni a cui giun- 
geremo potremo trarre notevoli conseguenze riguardanti le funzioni di genere 
qualunque e le loro derivate. 

Potremo intanto enunciare , senza dimostrarlo per brevità , il teorema se- 
guente : 

a) (*) Se a { t a 2) ... , a v ... sono infinite quantità tali che in un campo finito 
ne sia contenuto un numero finito e se p l , j; 2 , ... ,/? v ... sono numeri interi, nulli 
o positivi che rendono convergente la serie 



.Pv 



,PvH 



(1) 



per ogni valore finito di z , la serie 



J>v 



« a/ v (a v -*) 



(2) 



(*) V. per la dimostrazione la Nota di G. Vivanti. Giornale di Matematiche 
Voi. 22 p. 245. 
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^ convergente in egual grado in ogni campo il cui contorno sia costituito da una 
circonferenza di raggio comunque grande purché finito avente il centro nell'ori- 
gine e non passante per alcuno dei punti a l7 a 2) ... , a v ... da circonferenze arbi- 
trariamente piccole ma finite i cui centri sieno i punti a x , a 27 ... , a h contenuti 
entro la prima circonferenza. 

Come corollari del teorema a) possiamo enunciare le seguenti proposizioni: 
b) La Berie 

Z -r- 5 (3) 



in coi n è un numero intero è convergente in egnal grado entro i campi defi- 
niti dal teorema a). 



e) La serie 



2 



1 3 



a u i la» — zi 



è pure convergente in egual grado entro i campi definiti dal teorema a). 
d) Hie serie 

vi vi 



£4 a/»(a v -s) £ì |a v | m |a v -«| 

i n cui «!,«,, ... , a v ... sono le radici di una funzione intera di genere m , sono 
convergenti in egual grado entro i campi definiti dal teorema a). 

2. Col solito metodo che serve a studiare la convergenza in egual grado 
delle serie, ritroviamo studiate le serie già accennate , nei trattati d' Analisi ri- 
guardanti lo studio delle funzioni olomorfe. Per citarne alcuni , basta riferirsi 
alla e Thcorie der analytischen Functionen"» von Otto Biermann (1887) p. 318 » 
« Theory of fonctions of a complex variable ». Forsyth » o alle lezioni dell'Her- 
mite. Oltre lo studio di tali serie il Biermann ( l ) ad es. si occupa anche dell'an- 
damento loro, quando la variabile cresca oltre ogni limite e concluderebbe ad 
es. che la serie 



tende verso zero quando la variabile tende all'infinito. 



(*) Opera citata p. 321. 
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Il ragionamento che conduce il Biermann a quest'asserzione (che sarebbe di 
capitale importanza per le deduzioni che se ne potrebbero trarre) fa tolto da 
quello del Prof. Vivanti pubblicato in una nota nel Giornale di ^Matematiche 
(1884) V. 22 p. 249. 

L'enunciato del teorema è il seguente : 

e) Se a, a 2 ... a v . . . sono le radici di una funzione intera di genere m > la 
serie 

00 

V» 1 



£ì < M K-*0 



tende verso zero quando z cresca indefinitamente mantenendosi in uno dei campi 
definiti dal teorema a) ; lo stesso può dirsi della serie 

00 

Y - - 1 — 

+** \n. \ m \n. _ 



« Basterà naturalmente dimostrare la seconda parte del teorema e) \ la prima 
ne è una conseguenza immediata. 

Ora per quanto è detto alla lettera d), se a è un numero piccolo quanto si 
vuole, si può sempre trovare un numero finito s tale che sia nel campo consi- 
derato : 



00 

V ì 

et \a„r\a a -z\ 



< a 



e quindi : 



<£ \-,»-n~ ; + « 



Ora: 



K W IK-*I & IVIK-» 



V i. 

éi K m ll« 



è la somma di un numero finito di termini ciascuno dei quali tende a zero al 
crescere indefinitamente. di z, Quindi essa stessa tenderà a zero; cioè ad ogni 
valore Z di z corrisponderà un numero x tale che per : 

| z | > | Z | 
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sia 

e t diminuirà al crescere di | z | (se si parte da un valore di | Z | > | a 8 _ x ] ). Si 
avrà quindi per 



U|>|Z| 

PO 

è K m |.|a v -«| <,J • , ■ , 



relazione che dimostra il teorema ». 

Tralasciando l'obbiezione che la serie considerata non possa tendere ad un 
valore determinato perchè possiede una singolarità essenziale all'infinito, obbie- 
zione che cade quando si osservi che molte funzioni, aventi in un dato punto 
una singolarità essenziale , seguendo certe direzioni verso il punto in questione 
esse tendono a valori determinati ; pure la dimostrazione precedente è passibile 
di un'osservazione che le toglie il rigore. 

« Se ci riferiamo difatti alla prima somma 



I < l I K - « I 



<o 



è chiaro che fissato o e il raggio R del cerchio , il valore di s dipende da R 

ossia : 

s = f(R). 

D'altra parte fissato il numero t il valore Z di z per cui ogni valore z > Z 
rende minore di t la somma 

S-4 



v=i 



K ,n IK-*l 



è certamente funzione di 8, cioè una determinata Y(s) ; quindi Z è una funzione 
di R. Non vi è quindi certezza che ad ogni valore di R corrisponda un valore 
di Z minore di R per cui le due somme sieno rispettivamente minore di x e 
di o ». 

Per l'insussistenza di questa dimostrazione ne cadono altre, che condurreb- 
bero — ove fossero rigorose — a risultati interessanti ; più importanti di tutti la 
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determinazione del genere della funzioue derivata e della funzione somma di 
un numero finito di funzioni dello stesso genere. Le dimostrazioni a cui accenno 
trovano il loro posto in due note del Prof. Vivanti inserite runa nel « Voi. 22 
p. 258 Giornale di Matematiche » l'altra nel « Voi. 23 p. 96 Giornale di Mate- 
matiche. 

« Mentre non possiamo affermare nulla riguardo al limite cui tende la serie 



V=l 



a/ 1 («,-•) 



che indicheremo d'ora innanzi con S(s) , così pure nulla si può affermare sulla 
serie 

ove con T|z| d'ora innanzi indicheremo — l 



dz 



3. Sul modo di comportarsi di queste due serie all'infinito in alcuni casi 
particolari è utile ricordare i seguenti teoremi di cui ometteremo le dimostra- 
zioni, superflue certo per le nostre ulteriori considerazioni. 

f) (*) Sieno 0! 2 , ... gli argomenti delle radici a i , a 2 ; ... d'una funzione in- 
tera di genere m. Se io è un angolo (< 360°) tale che i valori assoluti degli an- 
goli (0 { - io) per tutti i valori di i superiori ad un numero finito r , ammettono 
un limite inferiore r diverso da zero, allora mentre z cresco indefinitamente 
percorrendo il raggio a che parte dall'origine ed ha per argomento co, le quantità 



o=V lli_ 

^ éi \a»\lz-a, 



2 

V I 



tendono a zero. 

Come corollari si deduce per le serie S| z | e zT\ z |: 

g) ( 2 ) Se al crescere indefinitamente di z sopra un raggio partente dall'ori- 
gine, sul quale al di là di un certo punto Z non giace alcuno dei punti a { si ha 

lini S | z | = 



(*) V. Nota del Prof. G. Vivanti. Giornale di Matematiche Voi. 22 p. 378. 
( 2 ) V. Nota di G. Vivanti. Giornale di Matematiche Voi. 26 p. 303. 
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si ha anche : 

lini I — — p 
i S|s| 

e quindi 

lim I z T | z | I •-= 

sempre percorrendo il raggio di argomento co. 

Ha luogo poi anche il seguente teorema : 

Ti). La serie zS(z) e conseguentemente le serie z % 8(z), z 3 S(z). . . crescono 
indefinitamente al crescere di z. 

Il limite dunque , per valori ognora crescenti di z , a cui tendono le serie 
S(z) , z T[z) è lo zero -ed è rigorosamente dimostrato tale solo nel caso dato 
dal teorema f)\ in generale nulla si sa, e quindi nulla si può dire del limite 
corrispondente di 



? i«i.« 



inerente ad una funzione 9 1 z \ di genere m. 

Si può però notare che (essendo dato il genere della funzione, se il limite 
cercato esiste — non può essere una quantità finita diversa da zero , poiché al- 
trimenti il limite di 



o\z\ z m ^ 

sarebbe zero e quindi la funzione 9 1 z | dovrebbe essere di genere m + 1 , per 
un noto teorema del Laguerre, che più tardi esporremo. Di più ; come diretta 
conseguenza del teorema 7i) posso affermare che se 1 a ] è una funzione qua- 
lunque di genere m il rapporto : 

9'|*l 



9 | z | z m ~ì 



tende all'infinito, per valori ognora crescenti della variabile z. 

§ HI. 

Funzioni dì genere uno e di genere zero, loro proprietà. 
Teoremi preliminari al teorema di Rolle. 

Un gran numero delle proprietà dei polinomi razionali algebrici si possono 
estendere alle funzioni trascendenti intere di genere qualunque ; e , tanto per 
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citarne alcune, ricorderemo come anche per le funzioni trascendenti si ricavino 
relazioni fra i coefficienti e le radici (*), analoghe a quelle note nel caso de' pe- 
linomi, e come ad esse, salvo qualche limitazione sia applicabile il teorema di 
Rolle ; ecc. 

Considereremo dapprima le funzioni di genere uno e di genere zero, e sta- 
biliremo quelle proprietà e proposizioni che possono considerarsi come prelimi- 
nari al teorema di Eolle. 

1. Sarà facile avvedersi come tutte le relazioni inerenli a funzioni di genere 
qualunque, acquistino una speciale semplicità quando vengono applicate a fun- 
zioni di genere uno o zero ; studieremo ora, possibilmente, tutte le proprietà di 
queste funzioni, ponendole a raffronto, ritenendo sempre, a meno si dica espli- 
citamente, di parlare di funzioni semplici. 

Sia /(a) una funzione di genere m, senza radici nulle; sieno 

«i > «2 > • • • > a M 
le sue radici, sarà in generale 

o v = p v (cos V n- i sen V ). 
Sia 

z = p (cos + i sen 0) 

una radice della derivata ; dalla forinola 

ponendo per z un valore radice di f\z) ricaviamo : 



00 



= 



~ p v m [cosm0 v -|-isenmO v ] [ pcosG— p v cosO v +t(psenO-p v senO v ) J 

da cui colla posizione 

V = (p cosO - p v cosOJ* i (p sen9 - p v scnO v )* = p* + p v 2 - 2pp v cos(0 — j 

S(cosmO v — i senmO v ) [ p cosO — p v cosO v — i (o seno - p v senO v ) ] _ 



(!) Vedi V. XI. Rendiconti dell'Istituto Lombardo a Relazione fra i coefficienti 
e le radici di una funzione intera trascendente „ Nota di S. Pincherle. 



Digitized by 



Google 



X 113 X 
la quale si scinde nelle due : 



m V» p cos (6 4- mt v ) - p v cos (m + 1) V 

v«i Pv °v 



. y psen(0 + m6 v ) - p v sen(m + 1) Q v 

W Zj Tmg-à = 

v-u Pv °v 

Le formole (1) e (2) sono le due relazioni che legano il modulo e T argo- 
mento di una radice qualsiasi della funzione derivata. Supponiamo che le radici 

a ì ) a 2 ) • • • ) a v • • • 

sieno allineate coll'origine e sia X l'angolo formato coll'asse delle ce; le formole 
(1) e (2) in questo caso danno : 

p cos (8 + m\) _ y cos (m -f 1) X 



(a) y pcos(Q + mi) _ y 

Zj <v m 5 * Zj 



V W V v=i Pv 



00 OD 

n* y psen(6 + mX) y sen(m + 1) X 

v=i Pv w v v=i "v w v 

e > Mediante opportune, trasformazioni diventano 

oc rx> 

sen(O-X) £ * _ = sen(6 - X) j ^ = 

v=i w v Pv v=i u Pv 

CUl si ricava immediatamente = X. Cioè le radici della derivata si trovano 
. s *essa retta su cui stanno le radici della funzione. Nel caso particolare di 
= s * lia : se le radici di f(z) sono reali, così pure avviene delle radici di 
tv)' Le relazioni (a) e (b) particolarizzate danno risultati analoghi per le fun- 
zioni al g en ere uno e zero. Di questa notevole proprietà generale per le fun- 
zioni semplici di genere qualunque (verificata finora per quelle che non posseg- 
gono Tadici nulle) furono date rispetto alle funzioni di genere uno e zero un 
gTan "numero di dimostrazioni. Il Laguerre ad es. notò questa proprietà senza 
dimostrarla, per le funzioni di genere uno, I'Hermite ne diede una dimostrazione 
con metodo algebrico. Interessa pertanto dimostrare che il teorema vale anche 
per le funzioni di genere uno e zero aventi radici nulle. Infatti : 

*ol. xxxvi. 15 



A 
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A). Per le radici di una funzione di genere uno otteniamo dalla nota for- 
inola : 



y —i 

hi aAz-a«) 9 






in cui f(z) è la funzione (r il grado di moltiplicità della radice nulla) mediante 
le posizioni : 

a v = p v (cosX + i senX) , z = p (cosft + i sen 6) 

T equazione : 



pcosfl -M senO) 



^ *~ p v (cosX + i senX) [ (pcosO — p v cosX) + i (psenO — p v senX) ] 

che si scinde evidentemente nelle due : 

r cos V* p cosX — p v cos (2X « 0) 



i* 



+ 



S p cosX — p v cos (2X - 0) _ n 



V=l 



PvV 



00 

rsenO V* p sen X — p v sen (2X — 6) _ 
Moltiplicando la prima per senX, e la seconda per cosX e sottraendo : 

P v=i °v L? v-i v v J 

da cui appare evidente dover essere : 

X = 0. 
B). Se f(z) è invece una funzione di genere zero si ha dalla relazione 

f f (z) = r y 1 
f K z) z Qz-% 
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mantenendo le stesse notazioni 

r y 1 _ 

p(cos6-t- isenó) £f pcosO - p v cosX + ì(psen6 - p v senO " 

e di qui : 

co 

rcos© Vi p cosO — p v cosX_ 
— + Zj fi °> 

r sen6 Vi psenfl — p v senX 
—7— + Zi gì a 

Dalle due ultime relazioni, eliminando r, ricaviamo : 

00 
sen(>.-6;£ y¥ = ° 



V=l "v 



e quindi : 

X = 0. 

Nel caso in cui X = si ha pure 6 = e dunque : 

Le funzioni olomorfe di genere uno e zero aventi radici nulle e le altre 
reali, hanno derivata che possiede soltanto radici reali. 
Le forinole precedenti diventano in questo caso : 
Per le funzioni di genere uno : 

qo oo 

Sp — p v cosO r cosO Vi sen ' r 8en ' . 

e per essere 6 = 0: 

ypzi.v4.1_J0 y p-py + -!l.-q 

e semplificando 



w Pv(P-Pv) P 2 
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e per le funzioni di genere zero analogamente: 

00 

vtr p-pv p 



e se r* 



genere (1) 



00 / ao 

A — : = genere (0) \ A = 

ài Pv(P-Pv) w /« P-Pv 



2. Dimostreremo ora che se una funzione di genere zero ha le sue radici 
disposte sopra una retta qualunque , sulla stessa retta stanno gli zeri della 
derivata. 

Il Cesàro deduce questa proprietà con considerazioni basate su principii 
meccanici. Per uniformità la ricaverò con metodo analogo a quello sin' ora 
seguito. 

Sia 

px + qy + r = 
l'equazione della retta su cui stanno gli zeri 



di f(z) e sia 

a v = p v (cosX v + i sen X v ) 
z = p (cos + i sen 0) 

uno zero qualunque di f\z). Avremo, tenendo conto delle solite notazioni, im- 
mediatamente : 

pcosQ-p v cosA v _ A f ^ Y p senO -p v sen X V ^ Q 



e tenendo conto dell' identità : 

PO 00 

moltiplicando rispettivamente le relazioni (a'), (& f )> (e') per p, q ì r, e som- 
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mando bì ottiene : 



[ ? (pcos6-|-2sen6) + r]2, *T= L -J* " 






Ma per V ipotesi fatta : 

p v (2>cosX v + £senX v ) +r^O 



e quindi per la (d r ) 



od 

(p p cos + p^ sen + r) ^ ^-g = 



v=i °v 



e cioè 



p [p cos f q sen 6 J + r = 



la quale esprime che i punti zero della derivata si trovano nella stessa retta 
.su cui stanno quelli della funzione primitiva. 

§ IV. 

Introduzione al teorema di Bolle— Teorema di Eolie e suo campo di validità — 
Semplici deduzioni dal teorema di Eolle. 

1. Nel paragrafo precedente abbiamo dimostrato che, per funzioni semplici 
di genere qualunque, le radici della derivata sono allineate coll'origine, e sulla 
stessa retta su cui stanno le radici della funzione primitiva. Il teorema dimo- 
strato quando le funzioni non contengono radici nulle, fu verificato, per le fun- 
zioni di genere uno e zero, anche nel caso di esistenza di radici nell'origine. 

È necessario ora stabilire bene i casi di validità del teorema, per poi stu- 
diare la distribuzione delle radici, dedurne la legge di Rolle, estenderla fin dove 
ci sarà possibile. Possiamo intanto, riassumendo, enunciare : 

a) Se una funzione semplice di genere zero o di genere uno ha tutte le 
radici allineate coll'origine , e possiede radici nulle , sulla stessa retta stanno le 
radici della derivata. 

b) Se una funzione semplice di genere zero, ha le sue radici disposte su 
una retta qualsiasi, sulla stessa retta stanno le radici della derivata. 

e) Se una funzione semplice di genere m (m > 1) ha tutte le sue radici 
disposte sopra una retta uscente dalP origine e non possiede radici nulle , sulla 
stessa retta stanno le radici della derivata. 
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Dimostrerò ora, che se una funzione semplice di genere m (m > 1) ha zeri 
nell'origine, e tutte le altre radici reali, la derivata possiede certamente radici 
immaginarie. Considero il caso dell'asse delle x , per rendere meno laboriosa la 
dimostrazione e mi valgo del seguente teorema di cui, per semplicità non riporto 
la dimostrazione. 

« Se f(z) è una funzione semplice di genere m avente tutte le radici reali 
e annullatesi per z = , e se p è quello fra i due numeri m e m + 1 che è 
dispari, gli argomenti dei posti zeri immaginari della f'(z) sono tutti compresi 
nei seguenti intervalli : 

(2X--1)* , ...2X5 -(2X-1)* -2X? (1 = 1 )2 ,...ZZ1) 

P P P P \ ' ' 2 ) 

Sia r il grado di moltiplicità della radice nulla di f(z) ; avremo 
ffl^L + .-f 1 

fif) * & < (* - «*) 

in cui le a tf sono quantità reali. 
Foniamo 

m = pe*. 

Mostreremo come sia possibile trovare valori di p e ? che soddisfino all'e- 
quazione : 

m 

e quindi come esistano radici complesse della f f (z). 

Mediante sostituzione e le solite trasformazioni giungiamo alle relazioni fra 
p e q: 

1222 + p-oo«. ? |; P -^? + P -sen W? sen ? § * = (1) 

rsen© m V* psen? — a w „,, V 1 1 

— — I-p^senm?^ ^^ + p cos Wl? cos ? 2j ;T~T* = (2) 



dove 



2 — 



fl «n ' r w " '"* vvo Y ^j a m à 



(p cos 9 — a v ) 2 + p* sen 8 ? = p* + a v * — 2a v p cos 9 
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e che si riducono facilmente alle 



00 

~ sen(m + 1)? + sen? JJ ~- ^ (10 



m+2 v- ■ -/ t . t ^ fl m § 



v=i "v v v 



00 

-ijfj senm? + sen ? £ g^ . , = (2') 

? v=i w v w v 

È da notarsi come la (2') si ottenga dalla (1') col semplice scambio di m 
in «i+l. 

Consideriamo dapprima il caso più semplice ; il genere 2 ; le relazioni (1 *) 
e (20 diventano 

00 



00 

| r sen2? + sen ? E T7Fi = ° <2"> 

F v=i °v °v 



II teorema precedente ci dice intanto che se si divide il piano in 6 parti 
uguali, mediante 6 rette passanti per l'origine una delle quali sia Tasse delle x, 
e si assegnano agli spazi angolari i numeri progressivi 1, 2, 3 , 4 1 , 5, 6, par- 
tendo da quello che sta sopra la parte positiva dell'asse delle a?, e procedendo 
in senso positivo — i posti zero immaginari della f\z), se esistono, non possono 
stare che negli spazi 2, e 5. 

Ora noi possiamo in infiniti modi costruire una funzione di genere due, 
avente radici nulle, e le altre reali — uguali a due a due , ma di segno con- 
trario. Allora in (2") 



e le equazioni a cui debbono soddisfare p e <p saranno : 

00 

il'") 4 sen 3 9 + sen? £ T?sl = 

Y v=i "v w y 



r 



(2'") -5- sen 2? = 
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perciò qualunque sia p (finito) se 9 = - , la (2"') è soddisfatta ; per questo va- 
lore poi la (l"'j diventa : 

in cui 

V = a v * + p' 
ossia 



OD 



Per p = il 2<> membro della relazione scritta è nullo ; per p = oo è infinito 
e il suo valore cresce al crescere di p : esisteranno quindi due valori uguali (ma 
di segno contrario) di p per cui il 2° membro diventa eguale ad r; e cioè esi- 
stono due radici immaginarie, sull'asse immaginario puro della funzione derivata. 

Per m = 3 le considerazioni sono analoghe, tutto si riduce ad un puro scam- 
bio di formolo. 

Sia ora m = 4. Diviso il piano in 10 parti in modo analogo al caso prece- 
dente, pel teorema già citato, sappiamo che le radici immaginarie, se esistono, 
stanno nei settori 2, 4, 7, 9. Dimostriamo ad es. che non possono esistere radici 
sull'asse immaginario puro, bensì ne esistono sull'asse a 45°. Costruendo, ana- 
logamente al caso precedente, la funzione di genere 4, le forinole (1"; e (2"; 
danno le relazioni : 

oo 

—r- sen 5<p + sen <p /. — — . = -r sen 4? - 0. 

p 4 Y Y £i aSoJ p* * 

Ora se 9 = — - è soddisfatta la 2 ft relazione, ma la l a ne dà 

00 

y __1 r_ 

& «v 4 (V + p 2 ) + p 4 ' 

equazione che non può essere soddisfatta da nessun valore reale di p. 

So invece poniamo 9 = -— , la seconda relazione risulta soddisfatta, mentre 

4 
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la prima ci dà : 



PO 

-S+2 



= 



f £ì a v 4 (p 2 + a v 2 -2a v pV2) 

equazione cbe ammette due valori di p come soluzione. 

Come si vede basta considerare le funzioni di genere pari ; il procedimento 
si può rendere affatto generale. Si costruisca infatti una funzione di genere m 
avente radici nulle, e gli altri zeri reali, uguali a due a due, ma di segno con- 
trario. Allora in (2'): 

00 

£* a m ~ 1 8 2 
v=i a v w v 

se «è pari -, e se m è dispari è : 

00 



V«l 



<«v 



Considerando m pari (il che è sufficiente) basterà soddisfare con valori di 
P e 9 le due relazioni 

00 

(P) -^sentm + l^ + senfj Tsrri = () 



te) ^jj^ senTn? = 0. 

Ora ponendo 



p m -n 



la (9) risulta soddisfatta e la (p) per questo valore diventa : 

00 

r y=i **v w n 

equazione che ammette due valori di p per soluzione. 
Il teorema risulta quindi stabilito. 

2. Consideriamo ancora una funzione semplice di 1* classe con radici nulle 
YOL. xxxi 16 
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e dimostriamo che fra due sue radici (le quali supponiamo ancora tutte reali) 
consecutive è compresa una sola radice della derivata. 
Sia f(z) la funzione; si avrà come al solito 

Siano b e e due quantità tali che sia 

b ^ e 

diverse da zero, comprese fra due radici, consecutive a h , a fc+1 della f{z)\ dimo- 
strerò che se la f\z) si annulla per 



z = 6 3 = e 



dev' essere 6 = e. 
Supposto infatti 



/"(*) = f'(e) = 



si ha dalla (p t ) 

ii+fc-y _l_=o ^-+c w y i =o 

che si possono scrivere : 

(q) r=-c& m+1 A + ò m+1 B , r = - c m+1 6 A + c m+1 B fa') 

dove con A e B si indicano rispettivamente le somme 

00 00 

y i y i 

éi <"(*> - «0(c - O ^ 6 a,""» - «v)(c - « v ) 

Dalle (q) e (<j ; ) si ricava 

(<?,) A = - fcW +r c m + l 6 _ c B = - yv» ~&^T~ (a ^ 

Ora poiché la f(z) si annulla per z = le quantità 6 e e avranno lo stesso 
segno. Quindi se m è pari il secondo membro della (<fr) è sempre negativo, se 
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m è dispari, è sempre negativo il secondo membro della (q\). D'altra parte es- 
sendo il prodotto 

(b - a v ) (e - a v ) 

sempre positivo , seme pari il lo membro della (g x ) è sempre positivo , e lo 
stesso può dirsi del 1<> membro della (q\) se m è dispari. L' ipotesi b - /= e con- 
duce a un assurdo, dobbiamo quindi concludere esser b = e. 

Nel caso in cui f(z) non abbia radici nulle, allora b e e possono avere segni 
differenti, ma d'altra parte per le nostre notazioni avremo : 

A=0 B=0 

la U dà un assurdo per m pari , la seconda per m dispari. Il teorema risulta 
dunque stabilito anche in questo caso. Per le funzioni semplici di l a classe 
aventi tutte le radici reali, sussiste dunque il teorema di Eolie. È da notarsi 
però che esso è vero solo in tutta la sua generalità per le funzioni semplici e 
a radici reali di genere zero e di genere uno e per le altre aventi radici nulle. 
Per le funzioni invece di genere m (m > 1) non aventi radici nulle bisogna fare 
una restrizione. Se si ha una funzione f(z) semplice di genere m > 1 avente tutte 
le sue radici reali e diverse da zero, si ricava 

f'(z) 



f7À- z Li 



Nell'intervallo compreso fra l'ultima radice negativa e la l a positiva, vi sono 
dunque m radici nulle di f'(z). Poniamo m > 1 ; supposto dimostrato (lo verifi- 
cheremo più tardi) dover esistere fra due radici consecutive reali di f(z) un 
numero dispari di radici della derivata, e essendo verificato che in uno stesso 
intervallo non può esistere più d'una radice reale di f'(z) ì risulta che, (trovan- 
dosi sempre nell' intervallo considerato m radici nulle) , se m è dispari non vi 
sarà alcun altra radice, seme pari ve ne sarà ancora una. 

Ne segue che in questo intervallo esiste una o nessuna radice diversa da 
zero della f J (z) secondo che m è pari o dispari. Però si vede che per le fun- 
zioni di genere zero e uno il teorema non soffre eccezioni ; nell'intervallo con- 
siderato si ha una sola radice della derivata diversa da zero per le funzioni di 
genere zero, nulla per quelle di genere uno. 

3. Cominceremo ad estendere il teorema di Rolle al caso in cui le radici 
siano disposte sopra una retta qualsiasi uscente dall'origine , e , supporremo di 
avere funzioni semplici sprovviste di radici nulle. 

Se partiamo dalle forinole (a) e (6) del paragrafo III se in una di esse te- 
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niamo conto che 6 = X ricaviamo 



00 



Vp. 



v=i v v fv 



Essendo poi 



si può scrivere 



8 V = ± (P - P v ) 



00 

y 1 -o 

ti Pv m (p-Pv)" 
Consideriamo ora l'equazione più generale 



fi) 



00 



Pv W (P-Pv) 



Seme dispari la derivata del 1° membro per rapporto ape quantità es- 
senzialmente negativa. Si vede che se si fa crescere p da p v-1 e p v il 1° membro 
dell'equazione ultima diminuisce incessantemente da + co a ~- oo. 

Esiste quindi un solo momento in cui diventa eguale a e. 

In particolare per e = si vede che l'equazione (1) ammette tra p v-1 e p v 
una sola radice. Seme pari la formola (1) si può mettere sotto la forma 



V _ 1 = V_JL. 

£f Pv M+1 (P-Pv) k Pv"** 1 



Qui m + 1 è dispari e la costante e è rappresentata dalla somma conver- 
gente del 2° membro. In conseguenza le stesse deduzioni stanno pure in questo 
caso e possiamo affermare che fra due radici disposte sulla retta di argomento 
). = 6 esiste una sola radice della derivata. 

Per le funzioni di genere zero, non è poi necessario che la retta degli zeri 
esca dall'origine ; può essere qualunque ; — è quasi superfluo aggiungere che an- 
che in questo caso i punti-zero della derivata si susseguono sulla stessa retta, 
obbedendo alla legge di Rolle. 

4. Supponiamo ora che le radici della f{z) siano tutte reali e positive ; sia 
p la radice di f'(z) compresa fra a t e a r Per la (1) in cui al posto di p v si 
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pone Oy , (radice reale) si ha : 

1 1 



-x + 



«r(p-*i) O2-P) 

Se nel secondo membro ci fermiamo al primo termine abbiamo 

fll w+1 + a 2 m+1 
p < _! 1 

* «4* + a 2 w 

di guisa che immaginando due forze parallele proporzionali a a^ , a 2 m appli- 
cate rispettivamente ai punti a x , a 2 si può affermare che f'(z) non si annulla 
tra il punto di applicazione della risultante e il punto a 2 . Per le funzioni di ge- 
nere zero si vede che la radice dì f'(z) compresa nell'intervallo a x a 2 deve ne- 
cessariamente cadere nella prima metà dell'intervallo. Consideriamo ora, rima- 
nendo sempre nel campo di funzioni di genere zero, la radice p di f\z) com- 
presa fra a v-1 e a v , si deve avere : 

v=l 



V =l -| OD A 

Za Q — <*>v~~2u a* — 



-v « -v - P 
da cui 

p < a v - — (a v - a v-1 ) 

di guisa che, se dividiamo in v segmenti uguali l'intervallo che termina col v é,im0 
zero, si può affermare che l'ultimo segmento non contiene alcun zero di f'(z). 
Sempre tenendo le ipotesi precedenti consideriamo il caso in cui esistano radici 
multiple e per semplicità supponiamo che in a x cadano k radici della f(z) ; sia 
cioè 

«1 = «2 = a 3 = • • • = a k' 

Sarà 



«i m (P - «1) a*+i w ( a * + i - P) «*+2 m (<**+2 - P) 
essendo p la radice compresa fra a t e a kmml . Avremo pure ; 



k 1 

> 



«i m (p-«i> o» + i w (a*fi-p) 
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ossia : 



9< a^±ka k+1 ^ 



Risulta quindi che se immaginiamo due forze parallele proporzionali a 
a™ e ka h+1 m applicate ai punti a l} V k a fc+1 , la f\z) non si annulla tra il punto 

W-fl 

d'applicazione della risultante e il punto *J k a H+v 
Per m = 

ossia, se si divide il segmento a x a fc+l in k + 1 parti eguali, si può dire che l'ul- 
timo segmento non contiene zeri di f(z). "Ponendo &=1 si ricade in quanto. ab- 
biamo enunciato. 

§ v. 

Estensione del teorema di Bolle alle equazioni algebriche aventi radici complesse. 
Studio sulla distribuzione delle radici nel piano } di alcune semplici combina- 
zioni di funzioni olomorfe; applicazione della legge di Eolle a una semplice 
combinazione di funzioni di genere zero. 

1. Immaginiamo ora che la' nostra funzione di genere zero si riduca a un 
polinomio ; tutti i risultati precedenti gli sono applicabili. 

Se f(z) è il polinomio, e se c 8 (8=1, 2 , . . , p) sono le sue p radici (sup- 
postolo di grado p) ove 

c s = a s + ib s > 
se con 3, indichiamo la distanza dello zero c 8 al punto z del piano abbiamo 



f'J*) = 



=2 4 



o di qui, essendo z = x -(- iy , 



« £t*-o ES£-i m 



a-=i °* 
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Queste equazioni ci mostrano intanto che se agli zero di f(z) si applicano 
forze inversamente proporzionali ai quadrati delle loro distanze rispettive ad uno 
zero P di f'(z) , il centro di gravità di un tal sistema è precisamente P. Di 
guisa che gli zeri di f f (z) debbono essere situati in modo che, se per uno qua- 
lunque di essi si tira una retta qualsiasi, questa non lascia tutti gli zeri di f(z) 
da una stessa parte. Se gli zero di f(z) sono i vertici di un poligono convesso, 
gli zeri f'(z) sono situati nel suo interno. Ciò accade pure per gli zero della 
derivata successiva fino alla (p — iy tima 9 di cui l'unico zero è il centro di gra- 
vità del poligono. Infine se gli zero di f(z) sono allineati, altrettanto succede 
per quelli di f\z). 

Più generalmente, comunque siano disposti nel piano gli zeri di f{z) potremo 
sempre costruire un poligono al finito, che li comprenda (a meno che siano di- 
sposti in linea retta, il che escludiamo). Esisterà certamente per gli zeri àìf f (z) 
un analogo poligono — (almeno di tre lati) — e potremo quindi enunciare : 

Nell'interno del poligono delle radici della derivata di un polinomio di grado 
p y giacciono al più p - 3 punti zero di f(z). 

Non sarà superfluo accennare al noto teorema : 

« Se 

Z l ì z 2 > • * ' Z p 

sono le radici di un'equazione algebrica di grado p, e se immaginiamo di attri- 
buire a ciascun punto zero l'unità di massa, e supponiamo che respingano un 
altro punto P della stessa massa in ragione inversa delle loro distanze da questo 
punto , i punti zero della derivata cadono nei punti d' equilibrio di questo si- 
stema ». 

Fra le molte dimostrazioni di questo teorema, è notevole una molto elegante 
data da F. Lucas basata su concetti meccanici. 

2. Studiamo ora alcune semplici combinazioni di funzioni olomorfe, dal punto 
di vista speciale della distribuzione delle loro radici. 

a) Sia f{z) una funzione semplice di genere m a radici reali, diverse fra 
di loro; mostriamo subito che la combinazione 

f\z) + lc*f'\z)-0 

in coi k è reale, ammette tutte radici immaginarie. 
Per una tale funzione è nota la relazione 



f-J£ = z m YJ — — (la f'(z) ha pure radici reali). 



Digitized by 



Google 



)( 128 )( 
Ora le radici dell'equazione 

f\z) + k V*(«) = 



sono quelle della 



f\z) + k*f '*(z) = 



f(z) ± k 



e quindi della 








00 

v«=i 




Posto ora 




z = pe* 



e fatte le solite sostituzioni e trasformazioni, otteniamo le relazioni : 

00 

f Vi P cos(«i — 1) - a v cos mO _ 

(a) éi V [ (P cose - a,)» + p* sen» J ~ 

00 

. V psen(ro— 1)6 - a v sen m0 _ 1 

( } è V l [(pcos»-a v )» + p»Ben f O] ~ * k^ 

ossia la (6') ci dà: 

00 

psen(m-l)8g 0y m [ (p cos 9 ^j, + p W6 j 

oo 

-Benm0 2, ^m-i [ (cos e - a v )* + p» se£T] = * k?> 

che, dovendo essere vera per valori finiti di p e per k finito, esclude la possi- 
bilità che sia eguale a zero. Non possono esistere quindi per l'equazione 

f 2 (z) + k*f'*(z) = 
radici reali. 
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Per m = la relazione precedente diventa : 

00 

(c> p sen e g (^-- — sjq^wj = ± { • 

Invece di avere una serie avremmo un numero finito di termini se si con- 
siderasse il caso dei polinomi. 

Anche per essi stanno le conclusioni trovate. 

Sarebbe poi facile verificare che, se p è il grado del polinomio, il valore 
assoluto del coefficiente di i non sorpassa il valore assoluto di kp. 

b) Più importante è lo studio della distribuzione degli zeri della funzione 

f(*) + M/'(«) 

in cui M è un numero complesso e /(«) una trascendente intera di genere zero. 
Sia essa della forma 

in cui <f(z) è funzione semplice di radici c t c 2 . . . c v e m è un numero qualunque 
reale o complesso. 

Per il nostro scopo cerchiamo le radici dell'equazione 

f(z) 1 _ <p'(s) , _ __ , V * 



v = — — = — - ' + m = m + *. 
f(z) M <ffz> £f s-c v 



da cui 



00 

L ~c :- m m ~ a*+ 



A-iB 
B* 



Posto 



z = x + iy 6 V 2 = (a v - ce) 2 + (6 V - y) 2 

l'ultima equazione si sdoppia e dà: 

y a v - a ; = A yi b v -y_ B 

fcj V A* + B 2 Zi S v * "A 2 + B 2 ' 

Consideriamo uno zero Q dell'equazione proposta; in ogni zero di f{z) de- 
poniamo una massa inversamente proporzionale al quadrato della distanza a Q. 
vol. xxxvi 17 
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Sia 6 il centro di massa di questo sistema , chiamiamo 5 e ^ le sue coordinate. 
Le relazioni precedenti diventano 

5 — » _ 1 - y 1 



A B pi (A 2 + B 2 ) 

essendo pi la massa risultante. Se è l'origine, risulta che le rette OG,OM sono 

parallele — e di più QG«OM = — ; G è quindi determinato, non coincide mai 

con Q ; non potendo essere pi = co ed è tanto più vicino a quest' ultimo punto , 
quanto pi è più piccolo. 

Tutte queste conclusioni valgono naturalmente pei polinomi algebrici. Se M 
fosse reale, allora le rette OM , QG debbono essere parallele all'asse x. Con cal- 
colo analogo si ricaverebbe infatti 

* = ' 5-* = ^ 

cioè il centro di gravità si troverebbe sulla retta condotta da Q parallelamente 
all' asse delle x. 

Ritorniamo alla nostra funzione 

di genere zero, le sue radici siano allineate sopra una retta qualsiasi A di guisa 
che per ogni valore di v si abbia: 

h = & v cos <? — a^ sen © (<p , angolo di A con x). 

Per combinazione lineare delle equazioni già trovate, otteniamo 

00 

, tv V ! B cos 9 -A sen 9 
(ycoB*-*senj-&)2j j-j = ^-— 



V=i 



6 V 2 A 8 + B* 



Conduciamo per l'origine la parallela D a A. 

Se con w e p indichiamo le distanze rispettive dei punti Q e M dalle rette 
A e D, l'ultima equazione dimostra che (considerandole positive quando sono 
dirette in senso inverso) si ha: 

e per conseguenza uc; hanno lo stesso segno. 
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Dunque : Secondo che M è situato o no nella parte del piano limitato da D 
e contenente A, gli zeri dell'equazione proposta sono o no situati nella parte del 
piano limitato da A e contenente D. Se poi M è su D gli zeri dell' equazione 
stessa sono necessariamente allineati su A. Poniamo ora che m sia reale, se gli 
zeri di f(z) sono reali, lo sono anche quelli di 

/M + M/'(«) 

per qualunque valore reale di M ; in questo caso infatti A essendo Tasse reaie, 
il parallelismo sussiste per qualunque valore reale di M. Ricaviamo che se gli 
zeri di f(z) sono sopra una retta (come caso particolare passante per l'origine) 
sulla stessa retta stanno gli zeri di 

/■(.) + M/'(.) = 

se M è sulla retta stessa, o sulla parallela condòtta per l'origine nel 1° caso 
e) Si possono ripetere studi analoghi per la combinazione 

e di qui: 

1° Se gli zeri della funzione f(z) di genere zero sono situati sopra una 
retta A , quelli di 

/ 2 («)-M7' 8 (2) = 

sono o no sulla stessa retta , secondo che M si trova o no sulla parallela a A 
condotta per l'origine. 

2° Nell'ultimo caso gli zeri della funzione /*(«)— MV*(*) sono situati da 
una parte o dall'altra di A. 

3. Supposto ora che f(z) sia una funzione di genere zero (tutto quanto espo- 
niamo ora vale anche per i polinomi algebrici), consideriamo la combinazione 
lineare : 

/•(•) + M/'(«) 

in cui M è complesso. Tenendo fisse le notazioni già adottate ricordiamo che la 
condizione di parallelismo delle rette OM e A è data da: 

jVUg = h j_^J - db -A_ 
A B A* + B, 
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da cui : 



00 



V-l 



A 2 + B* 



Prendiamo sopra A un'origine a partire dalla quale si contino le distanze 



'i *2 9 • • • *V 



degli zeri di f(z) e la distanza X di un punto variabile. L'equazione precedente 
si può scrivere : 



co 

2 rrr = C08t 



Quando X varia da una quantità X v fissa alla successiva, il 1° membro varia 
da — oo a + oo crescendo continuamente, perchè la sua derivata rapporto a X è 
positiva. Esso assume dunque una volta, ed una sol volta il valore costante del 
2<> membro. Possiamo quindi asserire : 

Se gli zeri di f(z) sono disposti sopra una retta A, così è pure degli zeri di 

f(z) + Mf>{z) 

so M è sulla parallela a A condotta per l'origine. 

Gli zeri delle due funzioni si alternano secondo la legge di Bolle. 

Più generalmente : Se gli zeri di f(z) sono situati sopra una retta , essa 
contiene anche gli zeri di 

NfW + M/"(i) 

se l'angolo delle due rette OM , ON è uguale alla inclinazione di A sulP asse 
delle x. 

Gli zeri delle due funzioni si succedono su A seguendo la legge di Rolle. 

§ VI. 

Distribuzione delle radici di una funzione di genere zero in uno spazio angolare; 
studio della disposizione delle radici della derivata. — Studio analogo per le 
funzioni di genere uno. 

1. È importantissimo lo studio della varia distribuzione delle radici nel piano 
della variabile di una funzione olomorfa ^intera, in rapporto alla distribuzione 
delle radici della derivata. — È una specie di estensione del teorema di Bolle. 
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Comincieremo a considerare il caso più semplice di distribuzione dei punti 
zero , in uno spazio angolare ; porremo poi condizioni meno restrittive , che ci 
condurranno a risultati abbastanza soddisfacenti. Dimostriamo senz' altro, per le 
funzioni di genere zero, il teorema seguente; (mostrerò poi come esso si possa ri- 
c av* re come corollario di un teorema più generale). — « Se le radici 



a l J a 2 } 



di una funzione f(z) semplice di genere zero, sono tutte contenute entro un 
angolo avente il vertice nell' origine , e i due lati compresi in uno dei 4 qua- 
dranti formati dagli assi coordinati , nello stesso angolo sono contenute tutte 
le radici 



b xì b %J 



di /'(*)». 
Pongasi 



e sia 

6 = &' + iò" 
una radice di f(z)\ si avrà: 

Oìì*_l.* i = 

donde, colla posizione, 

(*>'-<**? + (&»-«»")* = e* 
si ha: 



/ <*» co oo oo 



e quindi: 
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Supponiamo p. es. che V angolo che contiene tutte le a k , sia compreso nel 

/i ' 
1° quadrante; allora le a k , a k " saranno positive, e i rapporti -^ saranno tutti 



compresi 


l fra due limiti 


positivi l i 


L. 


Ora: 








c k 


donde segue 


che 














00 

éì c *' 










00 ., 


ossia 








6' 
' 6"'. 



è compreso fra l, e L. Inoltre le V e V 1 per la (1) sono positive. Adunque b b 

compreso entro l'angolo contenente le a fc . 

Tentiamo di estendere queste considerazioni alle funzioni di genere uno: 
Consideriamo una funzione f(z) semplice di genere uno; le sue radici sieno 



le radici della f\z) 

b t , b 2 , b h (in generale b) , 

e la disposizione delle radici di f(z) sia identica a quella del teorema prece- 
dente. 

Per fissare le idee poniamo di essere nel 1° quadrante, e la/*(z) non abbia 
radici nulle. — Si ponga: 



si otterrà: 



a v = a v '-Ma v " b=r-b' + ib'' 
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da cui, (escludendo la radice i> = 0), si ha: 



che si scinde nelle due: 



00 



V ( '-« v >/-(S»-a v ")« v " _ y a v '(&»-<'Ha/(ò'-« v ') _ 

ove si è posto: 

d v = (b'~ o v ')» + (6" - a,")* Ki 8 = «V + «V 



ossia 



».t^*Y 






ove, ponendo 



si ha: 



v y «;' . „, y V = 2 y « 



06 00 

. y < B y a," 



AV-By»-2^|Z (2) 



B&'+À&" =2 Y^l^L (3) 

w <*v l a v! 

Ora, essendo le somme A e B positive, la (3) ci*dice subito che V e b" non 
possono avere valori entrambi negativi , ossia non possono esistere radici della 
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derivata nel quadrante 3° opposto a quello in cui esistono le radici della fun- 
zione. — Dividiamo ora in ottanti il piano, e supponiamo che le radici della fun- 
zione stiano neir ottante 1°; allora oltre air essere a/ e a v " positivi si avrà: 

a v '<£a v ". 

Le (2) e (3) ci danno: 

(2') Aò'-B6">0 e (3') B V + A b" > 0. 

La (2') e (3') escludono che le radici si possono trovare nei quadranti 2° e 
3°. Di più la (3') ne avverte che non possono esistere radici b nel 7° ottante, 
ove 6" è negativa, e b lf > V per essere A > B. Possiamo quindi enunciare: 

Le radici della funzione derivata non possono trovarsi che nei due ottanti 
adiacenti a quello in cui si trovano le radici della funzione oltre l'ottante 1° dei 
pnnti zero della f(z). 

Analogo risultato si ottiene considerando un ottante qualsiasi del piano. — Si 
può seguire un metodo affatto diverso, ma più. elegante, noi modo seguente. 

2. Se f(z) è una funzione semplice di genere m, senza radici nulle, e le sue 
radici sono 

a i > a 2 ì ) • • rt v • • • 

ove 

Oy = p v (cosO v + l sen 6 V ) e z = p (cos6 + i sen 6) 

è una radice della derivata, otteniamo (Vedi § III n. 2) le relazioni: 

, V P cos iQ -f mO v ) - p v cos (m + 1)6 v _ y psen(0+ro6 v )--(p v 8en(7tt-|-l)6 v 
v=i Pv °v v=i Pv °v 

che legano p e e ci offrono, interpretate, importanti risultati. 
Per «i=0 le (4) e (5) diventano: 

co an 

, sen (L 



V P cos9 _ V p v sen V yi p sen _ V Pv »«« *v 



v=i "v* V=Jj ®V V=i 



ossia posto: 



v«n w v 
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si ha: 



Opoo.l-2^ (4') 9 «n* = thf$± (5') 

da cui facilmente si ricava: 

jp**w>._ (6) 

v=i °v 

L'ultima relazione trovata ci dà la riprova del teorema dimostrato al n. 1; 

se diffatti le 6 V sono comprese fra 6 e ^ , risulta che Y angolo 6 non può essere 

superiore al loro limite massimo , né inferiore al loro limite minimo , perchè i 
termini della serie (6) non possono essere tutti positivi o tutti negativi. Risulta 
semplicemente per questa via dimostrato il teorema. D'altra parte, (come osserva 
il Cesàro), se consideriamo il centro di gravità del sistema che si ottiene appli- 
cando agli zeri di f{z) un sistema di pesi che varino in ragione inversa del qua- 
drato della distanza a uno zero Q di f'(z) y questo, come si trae dalle (4') e (5) 
è precisamente Q. Di più se si indica con q v la distanza positiva o negativa del 
punto a v da una retta qualunque passante per Q si deve avere: 



v»i°v 

essendo questa somma una forma differente della (6). 

Questa forma della (6) però ci esprime che gli zero di f f (z) debbono essere 
distribuiti da una parte e dall' altra di ogni retta passante per un punto qua- 
lunque di f'{z); di guisa che se gli zeri di f{z) sono disposti lungo una linea in- 
definita senza singolarità, gli zeri di f'(z) sono situati dal lato concavo della li- 
nea, se questa è retta, gli zeri di f\z) saranno sulla retta. 

Se la funzione f(z) è di genere uno le relazioni diventano: 

n\ r V cos GL+M - V C0B l.'v « V sen (° + °v> _ V sen2 v 

v=i Pv °V V=l U V \=i Pv w v v=i °v 

Ora se le radici di f(z) sono contenute nel lo quadrante, 

▼OL, XXXVI. 18 
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e quindi non può essere compreso fra ìc e — - poiché in questo caso, i termi- 

ni della (8) essendo tutti negativi, saremmo condotti ad un assurdo. Analoghe 
considerazioni si possono fare per la divisione del piano in ottanti e si verifi- 
cherebbe le conclusioni già trovate. * 

§ VII. 

Studio sulla distribuzione delle radici, nel mezzo piano , di una funzione di ge- 
nere zero, in relazione alla disposizione dei punti zero della derivata. Cenno 
di uno studio generale di disposizione arbitraria in tutto il piano, 

1. Esaminiamo ora il caso in cui le radici siano arbitrariamente disposte in 
una metà del piano, caso in cui si può costruire uno speciale poligono compren- 
dente tutti i punti zero dalla funzione. Dimostreremo che il poligono stesso li- 
mita pure lo spazio in cui possono stare le radici della derivata e che questa 
proprietà non sussiste per le funzioni di genere qualunque, ma è caratteristica 
per quelle di genere zero. 

Supponiamo dunque che la funzione 



«o-fl(-i) 



sia olomorfa e di genere zero, e i punti a„ giacciano in una metà del piano. Si 
costruisca ora il poligono avente per vertici punti zero di f{z) e tale da divi- 
dere il piano in due parti, in una delle quali giacciano tutte le radici di f(z). 
Si dirà vertice multiplo quello in cui cadono più radici di f(z), interno del po- 
ligono la porzione di piano comprendente tutte le radici; il poligono stesso po- 
ligono delle radici. 

Coordiniamo ora ad un punto z mediante la relazione: 

00 00 

A*) éì a v-* é r /Pv 

un punto z. 

Se il punto z giace fuori del poligono (che supponiamo diverso da una li- 
nea retta) congiungiamolo con un vertice del poligono (che chiameremo a x ) in 
in guisa che questo si trovi da una parte sola della retta tracciata e scegliamo 
gli indici delle radici di f(z) in modo che mediante rotazione della retta consi- 
derata essi siano incontrati secondo la serie 



#j g^ . . • » • a v 



• • • 
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Costruiamo geometricamente la somma convergente 

00 



V=l 



r v e 



»<Pv 



formata da segmenti che hanno argomento di segno contrario ai lati rispettivi 
del poligono: otterremo così una spezzata uscente dall'origine, avente per punto 
limite f. 

Siccome per la posizione di z fuori del poligono delle radici V angolo de- 
scritto dalla retta z a ì è minore di tc, risulta che la spezzata costruita non potrà 
chiudersi; il che è condizione necessaria affinchè z sia radice di 

/"(«) = o 

poiché in questo caso J cade nell'origine, 

Nessuna radice di f'{z) può giacere fuori del poligono; solo su un lato, ma 
in un vertice multiplo, in generale internamente ai poligono stesso. Resta così 
stabilito il teorema per le funzioni di genere zero. 

Consideriamo ora il caso (sempre per le funzioni di genere zero) in cui le 
radici della f(z) si trovino tutte comprese in uno spazio angolare contenuto in 
un quadrante qualsiasi. Si costruisce l'analogo poligono delle radici e con un 
ragionamento semplicissimo si deduce che le radici della derivata debbono tro- 
varsi nell'interno del poligono stesso, e quindi comprese nell'angolo considerato. 
Risulta dunque dimostrato che: 

« Se le radici 

1 3 • • • • • C*y . • • • • 

di una funzione semplice di genere zero f(z), sono comprese entro un angolo 
avente il vertice nell'origine e i due lati compresi in uno dei quattro quadranti 
formati dagli assi coordinati, nello stesso angolo sono contenute tutte le radici 

della derivata f\z). » 

Siccome d' altra parte nessuna condizione di grandezza vi è posta quanto 
all'angolo comprendente le radici, possiamo altresì considerare il caso limite in 
cui questo, tendendo a zero, le radici della funzione cadono su una retta uscente 
dall'origine. Risulta ancora stabilito : 

« Se le radici sono allineate coll'origine, sulla stessa retta cadono le radici 
della funzione derivata come caso particolare, se le radici della funzione sono 
reali, lo stesso accade delle radici della derivata. 
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In questo caso infatti, il poligono riducendosi ad una retta, il punto a x giace 
air oo , e la retta za x , percorre un angolo minore di ir , quando f giace fuori 
della retta. Le radici giacciono dunque su di essa. 

2. Le altre proposizioni stabilite per le funzioni di genere zero sono carat- 
teristiche, esse non sussistono per funzioni di genere superiore. 
Sia infatti 



A*)=n(i~-*v* 



una funzione trascendente di genere m, Dalla forinola 

_W = 2 »V _ L__ 

appare come la derivata, indipendentemente dalle a v , contiene una radice nulla 
multipla secondo m , il che ne impedisce di generalizzare il teorema. Mostriamo 
che le radici della derivata sono reali, nel caso lo siano quelle della funzione. 
Poniamo ancora 

00 

éi O v -s) 

e le a v siano reali. 

Consideriamo ora un numero complesso z , costruiamo (in senso inverso) la 
spezzata analoga al caso precedente. Se m è j>ari 



è sempre positivo e costruendo la spezzata è facile vedere che C non può tor- 
nare nell'origine e di più l'ultimo tratto di rette della serie sarà parallelo al- 
l'asse reale. Sem è dispari (w = 2n + 1) costruiamo la somma : 

oo oo 

y _j__Yj_i_ i_i 

Ad un segmento — ^- r segue poi, positivo o negativo un segmento pa- 

rallelo all'asse reale, j^ ; si ottiene così una serie di tratti rettilinei che 
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non si chiude, perchè i tratti — ^ — ' — - compiono al massimo una rotazione di 

z , cosicché ognuna delle parallele ^Zìi B * sc °s ta sempre più dall'asse reale. 

a v 

Resta così provato che se una funzione trascendente di genere m ammette 
solo radici reali, ciò pure avviene della sua derivata. 

Le dimostrazioni già date nei numeri precedenti di questo paragrafo con 
metodo affatto geometrico adottato dal Witting (1885), verificano proprietà già 
dimostrate con metodo algebrico. 

Fu algebricamente che dimostrarono queste proprietà il Laguerre, il Chiò, 
il Poincaré, l'Herniite, il Cesàro ed altri. 

3. Darò un cenno di uno studio generale del Prof. Vivanti sopra la distri- 
buzione arbitraria in tutto il piano dei punti zero di una funzione olomorfa di 
genere qualunque. 

Sia f(z) una funzione intera cioè uniforme finita e continua insieme a tutte 
le sue derivate in tutto il piano eccettuato il punto all'infinito, le sue radici siano 
comunque disposte nel piano, si può facilmente dimostrare che essa determina 
nel piano della variabile complessa quattro sistemi di linee finite o infinite 
m, , Mj , m % , M 2 . Le m x M, si succedono alternativamente congiungendosi le une 
alle altre air infinito in punti a distanza finita in cui la tangente è parallela 
all'asse delle x. 

Le m 8 , M 2 si succedono alternativamente le une alle altre all' infinito in 
punti a distanza finita in cui la tangente è parallela all'asse delle y. 

Le linee m % , M 8 tagliano le m x M x ad nngoli retti. 

I punti (M x M g ) , (M l m ì ) , (w^ M a ) sono posti zero della f(z); i punti (m i m 2 ) 
sono posti zero della f(z) della f'(z). Nei posti zero della f(z) la tangente alla 
to, è paralleta all'asse delle y, e la tangente alla m a è parallela all'asse delle x. 

Su ciascuna linea m l m 2 fra due posti zero consecutivi della f(z) vi ha un 
numero dispari di posti zero della f(z). 

Le dimostrazioni degli enunciati precedenti trovano il loro posto nel « Gior- 
nale di Matematiche » Voi. 23 p. 114 (1885-86). 

§ vni. 

Delle funzioni oloforme a coefficienti reali. — Teoremi e proprietà fondamentali. 

1. Tratteremo in questo paragrafo brevemente quanto concerne le funzioni 
intere a coefficienti reali. Queste funzioni olomorfe posseggono oltre tutte le pro- 
prietà delle altre funzioni intere alcune loro particolari che importa notare. Però, 
nello studio da noi intrapreso esse non occupano un posto importante — e qui 
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ne faccio cenno solo per renderlo più completo, e meglio conoscere la fisionomia 
delle funzioni che formano l'oggetto delle nostre ricerche. 

Cominceremo coiresporre il seguente teorema da cui trarremo le conse- 
guenze che ne occorrono. 

a) Se si ha una funzione intera 



00 



c h >z* 



A=0 

e si indica con c h ' la quantità coniugata di c A , le radici della funzione intera: 



F(z) = %c k 'z» 






sono coniugate di quelle della f(z). 
Posto 



*** * W A 



c h = r h e c\ = r h e 



se 

z = p e** 
è radice di f(z) si ha: 



oo ^ oo eo 



/Ì=H) ft=Q *s»0 

e dovendo essere quindi : 

00 

I 2- r /4 f A cos(a> A + 7i(p) = 
(1) 



2^ r fc p* sen (w A + A?) = 



A«0 



sarà 



OD 00 00 

A*) = £ r» f »« li ' W » + ^ = 2 r A p*co8(-w A fft ? )+f 2 r A p»8cn(-w 4 +ft ? ) 

A—O /!=« ^=0 
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eguali a zero per 

z = p e" 1 * 
poiché le (1) ne sono le condizioni necessarie e sufficienti. Quindi se 

z = p é* 
è radice della f(z) 

z = p éT*? 

è una radice della F(s). 

Scaturiscono immediatamente i seguenti corollari: 
b) Una funzione intera a coefficienti reali, ha le sue radici reali o coniu- 
gate a due a due. 

e) Una funzione semplice di l a classe , le cui radici siano reali o coniu- 
gate a due a due, ha tutti i coefficienti reali; lo stesso può dirsi per una fun- 
zione semplice di seconda classe, purché alle radici coniugate si assegnino come 
corrispondenti numeri di convergenza uguali. 

d) Se si ha una funzione di prima classe 

G(«) 
F(s) = e f(z) 

in cui f(z) è una fnnzione semplice e la F(z) ha i coefficienti reali , così pure 
sarà della G(z) e della f(z). 

e) Se F(z> è una funzione di seconda classe avente tutti i coefficienti reali, 
essa potrà scomporsi in due fattori, di cui uno sia una funzione semplice f(z) 

G(*) 
e l'altro un esponenziale e , in modo che i coefficienti di f(z) e di G(s) sia- 
no reali. 

2. Dimostreremo ora (in modo diretto) il seguente teorema sulle finzioni in- 
tere a coefficienti reali. 

f) e Se una funzione intera a coefficienti reali ha più di una radice reale, 
fra due radici consecutive di essa è compreso un numero dispari di radici della 
derivata ». 

Sia Y{z) la funzione e, se essa è di seconda classe, i numeri di convergenza 
si intendono presi come è indicato al corollario e). Si avrà ( § I formola (m) ). 
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Il secondo membro di questa eguaglianza ha tutti i coefficienti reali, e quindi 
assume valori reali per valori reali di J. 

Sieno a k , a t due radici consecutive della F(z) e sia a k > a,. 
Se poniamo 

z - a k + e 

in cui e è quantità positiva arbitrariamente piccola, il secondo membro della (2) 
avrà un valore grandissimo e il suo segno sarà quello del termine l£* imo della 
serie 

^ • (3) 



v=i - Pv 



essendo questo grandissimo di fronte agli altri ; esso vale - f — ) FK . 

Analogamente se facciamo z = a x — € il secondo membro della (2) avrà un 
valore grandissimo , e il segno sarà quello dei termine Z** /ma della serie (3) che 

vaie ( — — ì . Ora essendo a h e a, diversi da zero, si può sempre pren- 
dere e in modo che a x e a^ + e sieno dello stesso segno e così a t e a, — e ; se- 
gue da ciò che 

m 

è grandissimo e positivo per z = a k + e , grandissimo e negativo per z = a t — e. 

Mentre z percorre l'intervallo reale da a h ad a t la F(z) non si annulla, né 
cambia di segno perchè fra a* e a t per supposto non è compresa alcuna radico 
reale ; ne segue che per z = a h -f- e e per z = a t — e , F'(s) avrà segni opposti. 
Dunque fra a k e a x la F'(z) ha un numero dispari di radici. 

Dal suesposto si deduce che le funzioni intere olomorfe a coefficienti reali 
si connettono colle funzioni intere a radici reali ; che le prime comprendono le 
seconde e le funzioni aventi radici coniugate a due a due. Tutte quindi le pro- 
prietà delle funzioni olomorfe a radici reali, sono inerenti a corrispondenti fun- 
zioni a coefficienti reali. 

L'ultimo teorema esposto, come caso particolare, può applicarsi a funzioni 
di 1* classe a radici reali. 
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SULL'ANALISI INTRINSECA DELLE CONGRUENZE 



NOTA 



DEL 



Dott. T. CI FAR ELLI 



1. Ci proponiamo di esporre in poche pagine alcune delle più importanti 
proprietà dei sistemi od 1 di rette , mettendo in uso i procedimenti della Geome- 
tria intrinseca. 

Le forinole fondamentali \}) per l'analisi intrinseca delle congruenze 

GX 'ÓX . OX BX t 



Sz dz Sz _cte 

7 dOi~dc t 



da { " 


ba t 


+ y + »"i 


ito C 




o 7 o , X) 


lx 


'-Pi 




8y 


-li 


-X 


Sz 
3cj " 


= r, 


ax 



5T " « + 'li 





= X- 


■?* 




= i>« 




Sz 


:r,+ 


3X 



(1) 



( J ) Cesàro , Geometria intrinseca p. 202. 

vol. xxxvi. 19 
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Si ha quindi, indicando con M la radice positiva della somma dei quadrati dei 
tre determinanti del second'ordine contenuti in 



Pi 



X-?* 



9i 



-X 



Pi 



di. 



che i coseni direttori (a ,b , e) della normale in C , alla superficie (C) , sono 
dati da 



: M 



9, - X, r x + 



P* 



ax 

do x 

d\ 

r * + eT 9 






Pi 2i - A 

X — q, p t 



Per definire su (C) un doppio sistema di linee coordinate (w , v) sostituiamo 

ai quozienti differenziali ^- altri quozienti determinati dalle relazioni 

i/o 



•zr=Pi 5^ + ?i a:. 



oo. 



Bu 



dv 



do. 



= -92?~+Pt 



cu 



dv' 



(2) 



da coi 



cm r dc x V 6o 2 ' dv Y da x V da 2 



(3) 



Affinchè i due sistemi siano ortogonali dev'essere A(w,v) = 0; ed indicando con 
Sj ed 8 2 gli archi su u e t? abbiamo 



C'M 1 .— 3« 1 ,~ cu dv _ 



ds t Q x 



£** Q2 



9** 



ds 1 



— ~L IL — -i. JL 

Dopo ciò alle (2) e (3) possiamo sostituire le seguenti : 



(4) 



èvr PiQi ^ +qìQi tei > hTr-^ds^^Ts,' 



c^ Q^ Saj Qjr c)<7 2 ' cs 2 Q 2 r do x Q 2 r c><7 2 " 



(5) 
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Indicando con (a t , b t , Cj) ed (a 2 , b 2 , c 2 ) i coseni direttori delle tangenti 
alle linee s t ed s 2 ; e con (é , >) , £) le coordinate di un punto (a; , y , z) rispetto 
al triedro definito dalle tre direzioni (a x , \ 7 c x ) , (a 2 , b % , c 2 ) , (a , b 7 e) e le- 
gato alla superficie (Cj, si hanno le seguenti relazioni 

& = % 5 + «2 *i + a > > § = a i ® + & i y + c i 0* - x ) 7 

y = ^ \ + ò 2 >] + b\ , r 4 = a 2 a; + t 2 yfcj(2-)), (6) 

z = ). + c^ -f c 2 )j + 02 , £ = ax + fcy + e (a - )). 

So si applicano le seconde delle (5) alle funzioni x } y,z e nel punto C = (0,0,ì) 7 
si ha, tenendo presente le forinole fondamentali per l'analisi intrinseca delle su- 
perficie e delle congruenze, e le sostituzioni (6), 

*-§r<*- x > + § ft ■ * = &(*-*> + &*' ( 7 > 

Cl = lrr( r « + è) + ^ + ^) ' ^^Sr^ + ^ + è^)" 

Applicandole invece alle funzioni § , ij , C , si hanno delle relazioni che, per l'ar- 
bitrarietà di § , >J , C, si riducono alle seguenti : 






(8) 



ove si è posto 



da da. 

A t = -k i c l -a i + Za 2 — , A 2 = - & 2 c 2 - fc 2 + 2 a ^, 



B l = - lc \ C 2 " rt 2+^ a ^T 7 B 2 = - fc 2 C l ^^l+^J^J 



— , U^-fc.c^^ + la,— , (9) 



D l= -^c -a +S fl| ^ , D 2 = -fc 2 c -6 + Za ?-> 

co! * * ■ da 2 
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Applicando ora le prime delle (5) si ottengono forinole analoghe alle (7) e (8), 
che si ricavano con molta semplicità da queste stesse, e sono : 



Pi = i>iQi<*t + ^iQ*** > x - 9% = - <fcQi«i + PiQt** * 



(IO) 



A^P.QiT - ?1 Q 2 N 2 , A, = - ft Q 1 N,- A Q t T , 
I>,=jp.Q|Gi-j l Q t G 2 , D s = - 9s Q l O fl -p 1 Q a Q tl (11) 

B, =p 1 Q 1 N i - ^T , B, = - g 2 Q t T - ^N, . 

Dalle (10) si ricavano pure le seguenti : 

Pì Q t = a i p ì +b ì {q ì -ì)lc ì (r ì + ^) , -&Q, = a l (*-j 1 )+6 l ft+c l (r 1 + ^- j , 

(12) 
<?tQ 2 = OiPi+fti(Ji-^)+Cj l (r l + — ) , ;? 2 Q 2 = (^-q È )+b 9 p % +c È \r 9 +^ ) . 

Notiamo che le formolo fondamentali per l'analisi intrinseca delle congruenze 
si debbono saper trasformare in quelle relative alle superficie, e ciò effettiva- 
mente s'ottiene applicando le seconde delle (5) alle funzioni £ , ij . f , sviluppando 
i secondi membri, tenendo conto delle (6) e delle forinole fondamentali relative 
alle congruenze, ed applicando le (9), (11) e (12). 

Inversamente le forinole fondamentali per le congruenze si ricavano da 
quelle relative alle superficie applicando le prime delle (5) alle funzioni x, y, z, 
sviluppando i secondi membri , tenendo conto delle (6) e delle formole fonda- 
mentali relative alle superficie, ed applicando le (10) , (11) e (9). 

I due moduli delle sostituzioni (5) , inversi V un dell' altro, sono rispettiva- 
mente dati da 

Q,Q,r = M , 0^=4. 03) 

Per le (8) si calcola immediatamente in ogni punto C = (0,0,>>) della su- 
perfìcie (C) la curvatura totale 

K - N,N 2 T - — Q^p— S • (U) 
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2. Per le congruenze normali, scelta l'origine sulla superficie, il triedro 
legato alla congruenza si faccia coincidere con quello legato alla superficie, 
e si ha 

a, = b 2 = e = 1 , 6| = e, = a % = c 2 = a = b = , 

Q | = Q 2 = 1 , u =8i , v = s 2 , 

A^A^-l , B I=S B 2 = , 0, = -^ , D s :,~& 2 , 



■ W _?2 p _ g2^+ M 

^2— ~JT 7 **»— p 



T=-?l 



Il confronto delle due espressioni di T dà la nota proprietà che nelle congruenze 
normali il parametro medio distributore è nullo ; tralasciamo di far vedere che 
questa proprietà è caratteristica. La curvatura totale poi è data da 

x-i.' 

Prendendo le linee di curvatura a linee coordinate si ha Pi~Pt — Q f e 
quindi 

N — L — A. ft — ??L 

N = — = — tt - ^i 

tfl K 2 2l 

La congruenza è anche normale alla superficie descritta da (O^Xj), ove x t =cost; 
perciò il triedro mobile su essa si può sempre definire in modo che sia 5 = x } 
T i = U* e * a curvatura totale della corrispondente superficie è data da 



M P\P%~(<l\-\)(\- <1%) ' 

affinchè sia K = K, , dev'essere X^ - X, fo, + g 2 ) = 0; quest'equazione è soddisfatta 
da X, = , q x + q % = X, = cost. La soluzione \ = dà la stessa primitiva super- 
ficie, l'altra soluzione poi è soddisfatta dalle superficie di Weingarten definite 
dalla relazione Rj + R 2 = X 1; con > f costante. Per la superficie ad area minima 
le due soluzioni coincidono. 
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Trattandosi ancora dì congruenze normali, si applichino le prime delle (5) 
a X 1 e guardando le terze delle (10), si ha che per simili congruenze si verificano 
sempre, relativamente alla superficie (C), le 

__ ax _ a* 

che anzi queste sono caratteristiche. Onde se la superficie generata da (0,0,>) , 
si deforma per semplice flessione^ portando invariàbilmente connessi i raggi della 
congruenza, V origine del segmento X descriverà sempre una superficie normale ai 
raggi, perchè rimangono ancora soddisfatte le soprascritte condizioni. Questo 
teorema è dovuto al Prof. Bel trami. 

Le stesse condizioni dicono pure che il teorema regge anche in deforma- 
zioni più generali, purché i nuovi segmenti X variino in modo che esse condi- 
zioni restino verificate. 

3. Rappresentazione sferica. — Da un punto fisso = (X , Y , Z) tiriamo i raggi 
paralleli a quelli della congruenza, e, nel senso inverso, poi stacchiamo su cia- 
scun raggio un segmento uguale all'unità: l'estremo M' = (X , Y , Z - 1) descri- 
verà una superfìcie sferica, la quale sarà l'immagine della congruenza data. 

Se indichiamo con (x' , y' , z') le coordinate di P = (se , y , z) rispetto al trie- 
dro mobile sull'immagine sferica, si ha, disponendo convenientemente dell'orien- 
tazione dei due assi ce' ed #'., 

x = X-y' , 2/ = Y + #' , s = Z-l+«'. 

Indicando con *', ed *' 2 gli archi dell'immagine tangenti rispettivamente ad 
X* ed y\ viene da % = ds\ , da 2 = ds' 2 , da cui 



dc 2 d** t 

Se prendiamo ora in queste relazioni come variabili x 1 , y' , z' successiva- 
mente , ed applichiamo le solite forinole fondamentali, si ha, come dovevamo 
aspettarcelo , 

N' f :=N' 2 =l , T' = , Q> § =-k % , G' 2 = * 2 . (15) 

Immagine delle assintotiche di una superficie. — Sa s 2 è un'assintotica si ha 

N* = , ft = , T=-~- = -^, 

Pi Pi 

PìPt- 
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L'altra assintotica s fa con s t l'angolo 9 definito da 

= N, cos 2 © — 2T sen 9 cos 9 , 
da cui 

Guardando poi le (5) si ha per le assintotiche 8 2 

-L = _ — 
ds 2 p 2 da 2 ' 

ossia movendoci su 8 2 varia solo a 2 , e la corrispondente immagine sferica è 
definita da 

G' 2 = * r (16) 

Per l'altra assintotica si ha : 

d d d -2» 2 d q. d 

— = cos 95— + sen 9 — = - — — H ±- 

cs ds % ds 2 y/ 4p% *+ q i Sa, vW+^7 0s 2 

ossia * dipende solo da a, che è come * definita dalla direzione 9. Sicché la 
corrispondente immagine sferica è data da 

G f = -|^-*9> (17) 

ove si è posto & ? = fc, cos 9 — A: 2 sen 9. Indicando con 20, l'angolo delle due as- 
sintotiche si ha 20, + 9 = - . 

A 

Potevamo ritenere geometricamente evidente che al variare di un'assintotica 
s varia solo a definito dalla stessa direzione di * : che anzi più generalmente 
se 8 ed *' formano un sistema doppio coniugato al variare di * varia solo e', 
ed al variare di s' varia solo a , e reciprocamente. 

Se la superficie è pseudosferica dev'essere ^ f j> 2 = cost., ma p K f^ 2 = ; per- 
ciò p % = cost. } p 2 = cost., e la prima del Codazzi diventa 

-2jp,fc f +k 2 q t -0 } 
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ossia fc. = 0. Dunque 



?f — &- » G '» = *« (18) 



sono le immagini delle assintotiche di Tina superficie pseudosferica. La prima 
può scriversi 

e questa, che traduce un fatto geometrico intrinseco, permette di poter scrivere 
per l'altra assintotica 

* C7$' 2 CK* 2 

Supponiamo che T immagine di un sistema doppio coniugato su una super- 
fìcie S coincida con quella delle assintotiche di una superficie pseudosferica. 
Siano * ed * 2 le due linee coniugate su S , V angolo 20 f da esse formato è 
dato da 

tg20 f = 2- 2 — i sen20 l = g» , cos20 t = — gj . 

Ora siccome movendoci su « varia solo * 2 , come movendoci su * 2 varia solo a 
definita dalla stessa direzione di s, la k 9 = per l'immagine di * 2 dà 

ossia bu S è G,=0, Anche la curvatura geodetica di 8 è nulla, come risulta se 
il triedro della congruenza lo leghiamo all'altro sistema, ossia al coniugato. Si 
ha dunque il noto teorema : Se l'immagine di un sistema doppio coniugato coin- 
cide con V immagine delle assintotiche di una superficie pseudosferica, quel si- 
stema doppio è formato di geodetiche. Le superficie su cui esiste un sistema dop" 
pio coniugato formato di geodetiche diconsi superficie di Voss. 

4. Formole relative alle due falde della superficie focale. - Se riferiamo la fi- 
gura alla posizione = o , i punti centrali coincidono nel punto medio , ed i 

piani focali sono definiti da due direzioni reali od immaginarie date da cos2Q % =£y m 

Qui si ha 

q=q' = q , p-p'=2l , p + p' = 2p , p=l+p Q , p'=p -l. 
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Dopo la rotazione 0, bisogna nelle forinole fondamentali fare 

; p % =|?cos 2 l 4ysen 2 O l =2p o , 5,= gcos 2 l 4^sen 2 1 -(p-/> , )sen0 t cos0 l =^ o -- N ^F^^ ) 

l p 2 =/?sen ? 1 -fi? , cos ? l -O , ff^gsen'O,-* g'cos*6 f -f (p-p^senO^cosO, - g„+ v'^-p?, 

j (19) 

/ &, = fccos^ + Jc'senO, , r^rcosO^r'senOj , 

I fc t = - fcsen^-ffc'cosfl, , r 2 -— rsen6 1 +r'cos0 

Per la falda della superficie focale corrispondente al fuoco (0,0, q % ) le (1) 
diventano 

Iox . ox n 

|^ = ^-^ = -2^"^P? , ^=0, (20) 

Indicando con a 4 T arco tangente a z si ha subito ~ — r 2 4- ~ , da cui 

d _ i a 

cioè ^r^- 1 = — ^- = ; — : per le (7) dunque si ha, come dovevamo aspettarcelo 

a, =0 , 6, = , e, = 1. 
Essendo poi qui M = 21 ( r 2 +^) ? * coseni direttori della normale sono dati da 

a=- V T Po , = - sen2» t , fc^-^ = -cos20 1 , c = 0; 

conseguentemente restano definiti gli altri tre, e sono 

v Vj 2 -p ft * 

a t = -^= - cos28 f , 6 2 = — -— =sen20 l , c f = 0. 

v V 

VOL. XXXVI 20 



Digitized by 



Google 



X 154 )( 



Le stesse (7) poi danno pare 



P< _ j>. _ 1 ' fot 
Q 4 r 2.2.0» 2J _ Bq t 



*•« + 



5<j. 



Per il calcolo delle diverse curvature si ha che le (9) diventano 

A,: 



, 620 « 



B,= 



l 



D,= 



W-Po* 



i • 



B, = V 



826, 
' do t ' 






(21) 



e quindi 

/ 

N, = - 



W-P > 



'. + ? ' 






3a 2 



T = — *-• 



d* fl 






0<y 9 



3g t 

■ ~ 8», 2J 2J fy* ' 

»» + s — 



G,= 



2J* 2J» 



r +!a- 

2J* 2J* 3«, ' 

r * + Q 



(22) 



Per l'altra falda della superficie focale , ove le coordinate del' fuoco sono 
(0,0,0,), 1® (1) diventano 



1 &B 


SjJD 




7 3* 2 


lz dq % 


02 



= 2i - 2» ~ - 2 VJ'-Po* > 
= 0, 



^2, 
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È dunque y = il piano tangente in ogni punto ; si ha poi , scegliendo conve- 
nientemente il senso della normale, e ad archi a, le linee inviluppate dai raggi, 



&. 



1 

1 
10 



Ponendo p ì (r 2 + ^- ! ) - (q % ~ g È ) ( r i + g~) = A i le ( 7 ) porgono 



Pi — (gì - g») ZJL« = !L« 

Qir a ' Q t r a ' 

r % + 5 — r l + a — 
g« _ ^ T 2 £i- - _ _ a -!i 

Q,r a ' Q x r a ' 



e quindi successivamente 

Ai = — k x 

D/ = 



D 8 ' = -l ; 



(210 



N,' = 



9i-9» 



N, • , 



1 A 



G,' = 



r -A 



(22') 



\ 






T t = 



r + ^- 

A 



La formola corrispondente alla seconda del Codazzi conferma la coincidenza 
delle due espressioni di T. 

Qui pure senza seguire il metodo generale, si ha che le direzioni a e 7 di 
una tangente nel piano y = sono definite da 

«^«A + ^gj-gi) , T = «(*i + ^) + 'j('i+§J L ), 
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e quindi 



*( r * + ir) " t (q > ~ *> Vi - « ('. +'£■) 

s = ? T , » = j *-. 

La curvatura della corrispondente sezione normale è 

83 §3 

«2 j ki ( rf + |S) _ fc 2 (r t + ?£)} + rtft-fc) " «T|('fr|^) + Mfc-ftHWl 



Adoperando la solita segnatura si hanno le prime e le terze delle (22 r ) , dopo 
aver osservato che 

r f + g7 ss *i(ffi "«•) ** Pi- 
Immagine delle sviluppabili di una congruenza. — Le due serie di sviluppabili 
si hanno quando ci moviamo sugli archi che abbiamo chiamato s, delle due 
falde delia superfìcie focale. Si ha rispettivamente per le due falde 

a— = a~" a— » 5~~ = FT« £~ +nT^ r— = COS? — + sen © - (23) 

fo, oq 2 da 2 ds l Q,r da, Q fl r?Oj T t < o 1 ' fl* f ' 



con 



Vi ¥2 \ll* - Po* l £ 

perciò le rispettive immagini relative alle sviluppabili <s e <r a sono 

G / =-§■-** > <V = *r (24) 

5. Trattandosi di congruenze normali 7 si scelga , come al (§ 2) , 1' origine 
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sopra nna superficie cui essa è normale, e si ha 



r f = r 2 = , j> e = , 26, = -. 



Le (22) diventano 






G,=0 



i — A 









dq ± 


N t = 


= -A + 


h 


dv % 


X 


2J 
1 


21 


éta 2 


G,= 


= 2J 

002 




> 


T = 


1 01, 

= 21 cq 2 


• 





»'• 



Andiamo ora ad esprimere queste quantità in funzione delle stesse , (che per 
distinzione scriveremo surlineate), relative alle superficie cui la congruenza è 
normale. È p 8 = 0, quindi anche p t = 0, e perciò 

«2 R l 02 



JM 2 -— --— - , ^2~~~ » 



T = 0. 



È venuto, com'era da prevedersi, T=0, perchè le sviluppabili di una congruenza 
normale tagliano la superficie lungo linee di curvatura. Le prime delle (5) di- 
ventano 



a*. 



= *àr 



-**r ; 



da cai 



?£l *-?i = r3 



= Qi 



da 9 



= B, 



cte« 



fy* 



--«157" - ~ R * 



&Rj 



»8*, 
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Sostituendo si hanno le note forinole 



ds l 






G 1 = 






£*, 



G,= 






<?*« 



T 



-ì n, a* 2 



R,-R 2 n, ?*• 



La G, = assieme a p , come segue dalle (22) traduce il seguente teorema do- 
vuto al Prof. Beltrami : La condizione necessaria e sufficiente perchè una con- 
gruenza sia normale è che essa sia costituita dalle tangenti ad un sistema di 
geodetiche sopra una superficie. 

6. Affinchè una congruenza sia costituita dalle tangenti ad un sistema di 
assintotiche sopra una superficie le (22) dicono che occorre e basta che sia 
l = J>o > 06S * a c he le due falde della superficie focale coincidano. Inoltre le stesse 
(22) danno subito la nota espressione 



K== ~4? 



(25) 



per la curvatura totale della superficie focale. Gli stessi risultati danno le (22'). 

7. Perchè le sviluppabili della congruenza taglino le superficie focali lungo 
linee di curvatura le (22) e (22') dicono che occorre e basta che sia contem- 
poraneamente 



cioè 



*2 6 l= k 2 
ds. dq % 

L 32 0, fc 



fy* d'i djh 



326, 

9 '2 



*l («1 -«*) = *! 1>I! 



, -^Vp-v^^o* 



dz 2 



fc, sen 2^ + k 2 cos 29, = 0. 



(26) 
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Simili congruenze dicon&i di Guichard, e la stessa denominazione assumono le 
due falde della superficie focale (*). 

Nelle (22) l'altra espressione di T uguagliata a zero dà 



*(*+£)-<*-*>(•*+&). 



e dimostriamo per verifica che questa e la prima delle (26) si riducono l' una 
nell'altra. In vero derivando rispetto ad *, le 

<*» = -§ = -00820, , &, = _^-^ = sen2« l 
si ottiene 

Poi le due prime del Codazzi rispetto alle congruenze diventano 
(?i - fc) j^ + fi + gj- = A:, Pl + k 2 ( 9l - j t ) , 

- J>i IT + ^+if 2 ^ fai - ft) " k *Pi » 
che moltiplicate rispettivamente per (g x — <j 2 ) e """.Pi* e sommate danno: 

È ora evidente l'accennata riduzione. 

Se osserviamo poi che le (26) fanno sì che le (24) si trasformino rispetti- 
vamente nelle 

i* f - ^ , t*> -Ai- ^ , 

le quali coincidono con le (18) e (18'), si ha che le congruenze di Ouichard sono 



(*) Guichard: Annales de l'École Normale, 3 me sèrie, t. VI, 1889. 
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tutte e solo quelle in cui le immagini delle, sviluppabili coincidono con quelle 
delle assintotiche di una superficie pseudosferica. 

Per una superfìcie S di Guichard definita dal fuoco (0,0, g 3 ) la falda C, 
della sviluppata , relativa alle linee di curvatura s % , ha in ogni punto la nor- 
male parallela ai corrispondente raggio della congruenza , alle cui sviluppabili 
corrisponde su G t un sistema doppio coniugato , ove in ogni istante P angolo 
delle due linee è uguale a 20 r Sicché per quanto si è visto nel (§ 3) si ha che 
ogni superficie di Guichard ha per una falda della sviluppata una superficie di 
Yo8S. Si scorge pure che inversamente : le sviluppanti di una superficie di Voss 
rispetto alVuno od all' altro sistema delle geodetiche del sistema doppio coniugato 
sono superficie di Guichard f 1 ). 



(*) Guichard. Comptes Rendus , t. CX , 1890. 

(continua) 
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SULLA DERIVABILITÀ DI UN SISTEMA DI FORME BINARIE 

DA UN' UNICA FORMA 
CON APPLICAZIONE AL SISTEMA DI DUE CUBICHE BINARIE 

NOTA 

DEL 

Dott. FILIPPO DE ASTIS. 



Partendo da certe relazioni tra le forme invariantive di due cubiche binarie 
e dalla loro rappresentazione tipica, è stata trovata una sostituzione lineare ca- 
pace di trasformare le due cubiche date in altre che si possono considerare 
come le derivate parziali prime di una stessa forma biquadratica ( 1 ). 

Io mi propongo in questa nota di trattare lo stesso problema, tenendo di 
mira la ricerca della sostituzione lineare, e di dedurre poi la rappresentazione 
tipica delle due cubiche date. Alla risoluzione di tale problema premetto l'espo- 
sizione di un metodo di indole generale per la deduzione di un numero qualun- 
que di forme binarie di grado n da una stessa forma di grado più elevato, me- 
diante le derivate parziali di questa rispetto alle sue variabili binarie. 



1. « Se due funzioni razionali intere di una o più serie di variabili binarie 

« f{v*y,s, , »0 i 'r(*,.V,2, , «) 

« omogenee rispetto alle variabili di una stessa serie, per es. la serie x, si de- 
« ducono Tuna dall'altra mediante l'operazione elementare di polare 

« D«p = Pi fa +J>t j£- ( con P differente da x) , 

1 * 



(*) V. C 1 eb s e h - Theorie der binaren algebraischen Formen § 98. 
vol. xxxvi. 21 
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« i valori delle x e delle p soddisfacenti alle due equazioni 

« f(x,y>*> , «*)=0 , ¥(<*>?, * 9 ,tt)eO 

« se non verificano la 

« dovranno soddisfare le due equazioni 

fifa t¥ >*> ? «0 = ° ; ?i (*/»>* * i «0 « 

« dedotte dalle date e di gradi più bassi nelle x e nelle p ». 

Sia f(x , y , z , . . . , u) una funzione razionala, intera, omogenea e di grado 
n nella serie x e di grado m nella serie p , ed abbiasi per supposto 

D*p / (X , y ,z , i «) = f (* i V i * * » w ) 

dove la funzione cp sarà omogenea e di grado n - 1 nelle ac, e di grado m 4- 1 
nelle p. 

Possiamo scrivere la f nel seguente modo : 

f = A acj w K + n A 1 a? 1 n - , ac 2 E! + ^Zl a 2 a^ 8 mf E 2 4- + 

+ nK-i tf^ 1 E n . t + À n ocf E n 

dove A , A t , . . . , A n sono i coefficienti preparati della f } ed E , E x , E 2 , ... 7 E n 
denotano termini indipendenti dalla serie x. Possiamo inoltre porre 

A E = a x n , A^ = <"' a 2 -, ; A w . 1 E n ^ l = a^»' 1 ; A„E W = a* (1) 

ed allora la f sarà rappresentata simbolicamente da a^", cioè : 

É poi ovvio , che si avrà : 

Ciò posto, dalle equazioni 
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che possiamo scrivere : 

cc x -a x a x Hml + or t *a t a x n 1 ~0 

Pi * a l a m~ X + Pi * a i «*"'* = 

avremo, che se non è soddisfatta la 

(xp) - , 
dovrà essere 

a x a w *- l = , a t a x n ~ l -Oi 

equazioni queste che, per le (1), hanno un significato perfettamente determinato, 
e che sono di grado n - 1 nelle a* e di grado m nelle p. 

2. « Segue immediatamente che la proposizione precedente sussiste anche 
nel caso di una funzione : 

F(»,0,« , t u) 

« somma di più funzioni razionali, intere ed omogenee rispetto alle variabili 
« di una stessa serie; purché si prescinda dai coefficienti numerici della fun- 
* zione 9 (dedotta dalla F mediante l'operazione D^) provenienti dall' opera- 
ie zione di polare applicata alle singole funzioni della F ». 
Se è infatti 

F = a 9 * + V + cj + + e/ 

(dove a^* , ò^*, . . . , hanno lo stesso significato della f del § 1) 
e * = a m *-*a p +b m " " l h 9 + *.*-**„ 

avremo 

(xj>) = , 
ed escludendo questa, saranno verificate le due equazioni: 

«, a*~ l + 6, 6.— 1 + + «!«.«•> = 

«, a."-» 4 &, V'" 1 + i U « a * _1 = 
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II. 

1. Consideriamo ora una forma binaria 

F = A/* 

e costruiamone le derivate parziali lìesime rispetto alle variabili x x e x r Ot- 
terremo cosi n+1 forme di grado m - n del tipo 

f — Z. — /A w ~* A n • f — -_ - — a A w ~" A n ~ l A • 

ri ~dx l H ~ " l ' h "dx l t ^ l dx t " a l *' 

• f — — ~- — X A m " n A n 



^2 

dove 

X = m (w - 1) (m - 2) (m — » + 1) 

e si riconoscerà agevolmente, sviluppando le espressioni delle forme f t ,f 2 ,.../„ +) , 
che gli ultimi m — n coefficienti di ciascuna di esse coincidono (a prescindere 
dai coefficienti binomiali) con i primi m — n della successiva. 
Date quindi m forme binarie di ordine n 

f=a» ; ? = &.» ; * = c„" ;"..:.. .; X = «." » » = *«" 

per trovare le sostituzioni lineari tali che le forme trasformate sieno le derivate 
parziali (m— l)-esime di una stessa forma digrado m f n - 1, eseguiremo sulle 
forme date la sostituzione 

x x - a t ce/ + fa x t ' 
(2) 

x a = a 2 x 1 ' ■]- fax 2 f 

ed ottenute le forme trasformate, eguaglieremo gli ultimi n coefficienti di ciascuna 
di esse con i primi n della consecutiva (a prescindere sempre dai coefficienti 
binomiali). Otterremo così, com'è facile riconoscere, un sistema di n(m-l) equa- 
zioni omogenee e di grado n tra i coefficienti a e fi della sostituzione lineare. 
Le soluzioni delle equazioni così costruite daranno tutte le sostituzioni lineari 
rispondenti al problema propostoci. 
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2. « Dimostriamo ora che il sistema delle n(m— 1) equazioni di grado n 
« nelle a e /J, si riduce sempre (escludendo le soluzioni che danno il modulo 

< A-(a^) della sostituzione eguale a zero) al sistema lineare omogeneo di n(m-l) 

< equazioni tra i coefficienti della sostituzione lineare. 

Senza nuocere alla generalità della quistione consideriamo , per fissare le 
idee, 4 forme di 3° grado 

f= a J 5 <? = b J ; * = c« 3 ; X = d * 3 (m = 4,n = 3J 

e cerchiamo, se è possibile, la sostituzione lineare atta a trasformarle in altre 
che sieno le derivate parziali terze di una stessa sestica binaria. 

Eseguendo sulle forme date la sostituzione lineare considerata; avremo : 

f= a x z = 1 «i («i »i' + ft a*) + «2 («2 ®i + P% x*) I 3 = 

* = <V> = * a 3 a?7 + 3 c a 8 c p «',• a?' 2 + 3 c a c f » x\ x'f + cp 8 a>' 2 3 ■-'""•.'. 

•X = d c » = d tt 8 »',• + 3 d* d % x\* w\ + 3 d a df w\ x'f +■ <*p 8 oc', 8 « ; - 

ed eguagliando i 3 ultimi coefficienti di ciascuna rispettivamente con i primi tre 
della successiva, otterremo : 

sistema di n(m — 1) - 9 equazioni di 3° grado. Osserviamo intanto che a pre- 
scindere da fattori numerici le equazioni trovate si deducono 1' una dall' altra, 
accoppiandole a due a due , mediante operazioni di polare del tipo D a p ; per 
es. polarizzando la prima si ottiene la 2», cosi pure dalla 2* si ottiene la 4*, e 
così di seguito. In virtù delle proposizioni del cap. I, dal sistema (3) passeremo 
(escludendo le soluzioni che danno (afi) = 0) ad un secondo sistema di 2° grado 
nelle a e fi , dato dalle : 

a i a a a & = b l b a* 5 a l V = b i K b $ = c l c * ì 6 l V - c i c a c p = d i d z 5 

«2 a a a $ = &* V ; a 2 V := 6 » & a b ? = c 2 c a 2 ? b * V = c 2 c a c £ = rf 2 d a* ? 

C g C^ 1 = rf 2 d a d ? 
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Queste equazioni si deducono pure Tuo» dall'altra mediante l'operazione D ^ : 
e propriamente polarizzando la prima si ottiene la 2* , polarizzando la 3* si ot- 
tiene la 4» ecc. ; e perciò dedurremo un altro sistema di primo grado nelle a e 
nelle fi, costituito dalle equazioni 

«i 2 «$ = V K ; a i a t a p = b i b * K ; «i «a a $ = ^i b % K ; V «p = V K ? 

V fy = c i 2 c a i b \ b i b $ =■ c i c 2 c a i b l b % b l ~ c l c 2 c a ? V b $ * c «* c a » 
c i* c p = **i* <*a » c l c 2 c p " ^i d 8 ^a 5 c l c * c p = d l d t <*a ì c 2* c $ ' d * d i 

che si riducono a 9 equazioni essendo la 2* identica alla 3», la 6* alla 7* e la 
IO alla 11». 

In generale dal sistema primitivo delle n(m — 1) equazioni di grado n nelle 
a e /S, dedurremo un secondo sistema derivato di 2(n - l)(m — 1) equazioni di 
grado 7i—l soddisfacenti alla condizione di potersi dedurre l'ima dall'altra me- 
diante operazioni del tipo D a ^. Ottenuto questo secondo sistema, passeremo, se- 
guendo lo stesso procedimento , ad un terzo sistema derivato composto di 
4-n - 2)(m - 1) equazioni di grado n — 2 ; e dalla natura stessa delle equazioni 
del 2° sistema si riconoscerà che delle 4(n — 2j(m - 1) equazioni di grado n— 2 
ve ne sono (m — 1) (n - 2) ripetute due volte , cosicché il 3° sistema derivato 
si comporrà di 3(n - 2)(m - 1) equazioni di grado n - 2. Da questo 3° sistema 
passeremo allo stesso modo ad un 4° sistema derivato dal 3°, e composto di 

6(n-8)(m-lj-2(n-3)(m-l) = 4(w-3)(m - 1) 

equazioni di grado n — 3 \ e così proseguendo dedurremo sistemi derivati l'uno 
dall'altro di gradi sempre più bassi sino ad arrivare ad un sistema lineare omo- 
geneo tra le a e p. II numero poi delle equazioni di cui è composto ciascun 
sistema derivato, sarà dato dalla successione dei numeri : 



n(m-l) ; 2(n - l)(m - 1) ; 3(n-2)(m-l) ; 4<n - 3)(m - 1) ; ; 

(n-l)X2X(w~l) ; n(m-l) 

cioè il primo sistema sarà formato da n(m— 1) equazioni di grado n , il 2° si- 
stema da 2 v n — l)(m — 1) equazioni di grado n-1 ; e così proseguendo si giun- 
gerà all' n-esimo sistema formato da n{m— 1) equazioni lineari. 
Date dunque m forme binarie di grado n 

r=«S ; » = V ; * = c."; ;x = * M ; * = &/' 

ed ottenuto dalle forme trasformate mediante la sostituzione lineare del tipo (2), 
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il sistema delle »(i*— 1) equazioni omogenee di grado n, della forma 



of^ffafff- 1 



questo si ridurrà sempre al sistema lineare omogeneo di n(m— 1) equazioni 

V" 1 ^ = V 1 ^ ; &,»- Vp = CVa ; ; V"* 1 ^c**" 1 c a 



*%*~ l *f=tk"~ l 9* ; «ì*" , «ì«j = 9i n -*§*g* ; ; *?***f B tt n ~ l 9% 

e le soluzioni di questo sistema daranno tutte le sostituzioni lineari tali che le 
m forme trasformate sieno le derivate parziali (m-l)-esime di una stessa forma 
di grado m + n — 1. 

Nel caso da noi trattato di 4 forme cubiche binarie, abbiamo ottenuto 9 
equazioni di primo grado tra le 4 incognite a t , a, , p x , fa ; e quindi in generale 
non si ha nessuna forma del sesto ordine tale «he 16 sue derivate parziali terze 
coincidano con le 4 cubiche date. In casi speciali però la cosa può essere 
possibile. 

HI. 



Ciò premesso, veniamo, applicando il metodo generale anzidetto, al sistema 
di due cubiche binarie. 
1. Siano 



f=V = <* 8 = , »»y.-»V = 



due cubiche binarie, e proponiamoci di trovare la sostituzione lineare tale che 
le cubiche trasformate risultino derivate parziali prime rispetto alle variabili bi- 
narie di una stessa biquadratica. 

Eseguendo sulle forme date la sostituzione lineare (2) , avremo : 

f = a a B = a a 8 x\* + 3 a a 8 a ? x\* x\ + 3 a % af x\ x 11 + a ? 3 x\* 

9 = 6/2- fe a » x\* + 3 V *p «7 *'» + 3 h h f *'i » ,f + V x '** 
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e perchè queste sieno le derivate parziali prime di una stessa biquadratica e 
necessario e sufficiente che si abbia 

Questo sistema si ridurrà, come abbiamo visto, al sistema lineare omogeneo 

«i 3 Pi +• a i* «2 Pi - V a i - V b 2 <*2 = ° 

a* a 2 p % + a x a 2 * p t - b x * b % a x - b x b 2 * a 2 = 

a, a 2 * ft + a 2 8 £ 2 - 6, ò 2 * a x — ò 2 8 a 2 = 

e le a e le p soddisfacenti a questo sistema daranno tutte le sostituzioni lineari 
rispondenti al nostro problema. Le soluzioni di questo sistema sono od 1 e diffe- 
riscono tra loro per un fattore arbitrario , e perciò in effetti non avremo che 
una sola soluzione in generale , e corrispondentemente otterremo una sola bi- 
quadratica le cui derivate parziali prime coincideranno con le cubiche trasfor- 
mate secondo la sostituzione lineare definita dalle 

Pi _ Pi 



- a x * a, 



i 2 «*8 



V 



V*2 



V V&2 ' 



a, a 2 2 b x *b 9 b x b 2 * a x * a 2 b x * 6 2 b x 6 2 2 

a 2 8 b x b 2 * & 2 3 ! ! a x a 2 * ò t ò 2 * 6 2 s 

ai a» 



«^ a x % a 2 b* ò 2 

a^ a 2 ai a 2 2 òj 6 2 f 

a x af a 2 8 fc 2 8 

indicando con p una costante arbitraria, e supponendo che sia diverso da zero 
almeno uno dei determinanti del 3° ordine dei denominatori. Facendo p=l e 
sviluppando i determinanti, otteniamo : 



— 


«i 8 


«i* «2 


V 




1 < a * 


a x a 2 * 


v&* 




a x a 2 * 


V 


&iV 



= p 



1*1 = - 



«1*«* V ^V^'l 



i u l 



V 



*'i* 



a i "** V b t b ' t &' s * , = - a s &, &' f I « x a s fej &, 6' x b' 2 



b t V &', 8 



i a t * 



V 



*v 



= - a, &4 6', (a6)(o6'X»') * - 5 W (aft)(a&') a, 
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e analogamente 

fit = ì <bb')*(aMab')a i ; a x = y (m')*(#'% ; «2 - - y (aa^Xa^i- 
Per la sostituzione lineare otteniamo quindi 

Xl = 4- i («<* V i <*&; (<*'&) & 2 ff\ - (&&0* («&) e «*') «2 #'2 1 

ar, = i | - (aa') 1 (aft) (a'ò) ft t x\ + (66')* (aft) (aV) a, x\ \ 

2 

donde (trascurando il fattore — dove A è il modulo della sostituzione lineare) 

x\ = {bV?{ab)(aV)a m 

0?' 2 = (aa') 2 (a6)(a'6)6 a .. 

I secondi membri di queste sono covarianti lineari simultanei delle due 
cubiche date, ed hanno un significato perfettamente determinato. Indicando sim- 
bolicamente con ic^ e p x rispettivamente i due covarianti lineari , ponendo cioè 

si ha 
donde 

Cambiando in queste il simbolo a nel simboio 6 si hanno i coefficienti 
analoghi della 9, e quindi 

(«?)' / = (ap) 8 x , 1 8 -3(op) i (aTc)a?' 1 , x', + 3(ap)(ait) W^-faflW, 8 
(Aj>)« 9 = (6p) 8 ac' 1 8 -3(6p)*(6Tt)flc , 1 *x' t 4- 3(6p)(ÒTt) 1 x' 1 ccV-(^)V 2 8 . 

Otteniamo così l'espressione simbolica tipica delle due cubiche, e questi ri- 
sultati coincidono perfettamente con quelli dati da C 1 e b 8 e b. 

vol. xxxvi. 22 
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Mediante le (3) gli 8 coefficienti delle due cubiche si riducono a 5 , po- 
nendo 

(«p)» = A ; -(ap)\art) = (bp)* = B ; (ap){m, % = - (bp) = C ; 

- (ai:) 8 = bp) (fa)* = D ; - (òli) 8 ^= E 

e facendo, come sappiamo , (itp) =- 2*2 , avremo : 

8u 8 /> = Aac7 + 3Bas' 1 V a f 3Ca?',xV + D *V 
8*i 8 <? = Bac'i 8 + 2Cx' 1 2 ac' 8 + SDac'^ 2 + Eas' 8 8 
Per la biquadratica si avrà: 

F = Ax\* \ 4Bac' 1 3 ac' 8 + 60*^7 -f ±Dx\x' 2 * + Eac', 4 
donde : 



cF 

7 c^cc'j 



32ii8?== ^ 



2. So i determinanti minori del 3° ordine della matrice 

a x 8 Va 2 ò^ 6^6, 

ai 2 a g a^ a 2 * ò x 2 ò 8 6, & 2 * 



a A a 8 2 a 2 8 



b i b * 



V 



<±) 



sono tutti nulli, senza che sieno tutti uguali a zero i determinanti del 2<> ordine, 
avremo : 



cioè 



«1 = «2 = /*l=/*2 = 



Pi ^^8 = ^1 = ^8 = 



e quindi i covarianti ir^ e jp^ saranno nulli identicamente. Si avranno in tal 
caso oo 1 sostituzioni lineari soddisfacenti al problema, e corrispondentemente oc 1 
biquadratiche. Così per es. se le due cubiche date sono cubi perfetti si avrà 

** = P* = 
identicamente, ed in questo caso si otterranno oo 1 forme biquadratiche. 
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Un risultato del tatto analogo si ha quando una delle cubiche date, per es. 
la o , è del tipo 

f + XQ 
dove Q=(/,A) ! e X è una costante arbitraria. Anche in questo caso si ha 

*• = P* = 
identicamente. 

3. Il caso infine dei determinanti minori tutti nulli della matrice (4) non ha 
importanza alcuna, giacché questo fatto deriva dalla scelta di due forme cubiche 
particolari coincidenti, o differenti solo per un fattore arbitrario. 



In un prossimo lavoro tratterò, seguendo lo stesso procedimento, il problema 
analogo per il sistema di 3 forme quadratiche binarie. 

Napoli , Novembre 1897. 
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SULLE 

SUPERFICIE AD AREA MINIMA APPLICABILI SD SÉ STESSE 

PEL 

Dott. L. SINIGALUA- Ferrara. 



Mi propongo qui la ricerca delle superfìcie ad area minima, che sono ap- 
plicabili su sé stesse in un nomerò finito di modi. Il problema analitico corri- 
spondente dipende come nel caso di una superficie qualunque, dalla determina- 
zione di forme differenziali quadratiche che ammettono trasformazioni in sé 
stesse. Nel caso delle superfìcie minime, per le note formole di Wcierstrass, 
queste forme dipendono da una funzione di variabile complessa : dunque basta 
determinare le funzioni di variabile complessa che corrispondono alle superfìcie 
cercate, e queste alla loro volta dipendono semplicemente dalle funzioni che si 
riproducono , a meno di un fattore costante di modulo 1 , per le sostituzioni 
lineari di un gruppo finito. 

Pertanto il problema proposto è qui risoluto completamente per le superficie 
minime riferite univocamente al piano, cioè per le superficie minime corrispon- 
denti a funzioni monodrome di variabile complessa: funzioni che supporrò per 
semplicità dotate di punti singolari costituenti soltanto un gruppo di 1» specie. 

Trovo così 5 classi di superficie minime dotate di un numero finito di ap- 
plicabilità su sé stesse, in corrispondenza ai 5 tipi di gruppi finiti di sostituzioni 
lineari (ciclico, diedrico, tetraedrico, ottaedrico, icosaedrico). Distinguo inoltre 
il caso in cui le applicabilità considerate avvengono con effettiva deformazione 
della superfìcie ed il caso particolare in cui esse riduconsi a movimenti della 
superfìcie in sé stessa. In ogni gruppo di applicabilità (tranne, in generale, nel 
caso ciclico) vi sono sempre applicabilità che si riducono a movimenti : e questo 
avviene per tutte le applicabilità del gruppo nel caso icosaedrico. 

Ritrovo ancora tra le superficie minime dotate di un numero finito di ap- 
plicabilità su sé stesse, quelle già segnalate dai sigg. Hennerberg, Scherk e le 
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superficie minime che hanno i piani di simmetria dei poliedri regolari che rien- 
trano in quelle studiate dal sig< Lecornu (*). 



1. Partendo dalle formole di Weierstrass 

fc = R Al- u % ) F(u) du 

y = BdUl + u*)T(u)du (1) 

z = R f2u F(u) du 
l'elemento lineare di una superficie minima ha l'espressione 

d$* .= (1 + uutf - P(w) • F t (uà • du • du x ; (2) 

essendo w l'affisso dell'immagine del punto (x ,y } z) della superficie sulla sfera 
di Gauss, u K la quantità coniugata della u ed F x la funzione coniugata della F. 
Ora, se la superficie è applicabile su sé stessa in modo che al punto u corri- 
sponda il punto v } dovrà aversi 

(1 + uutf P( M ) PjCttj) rfw du x = (1 + w,) ! F(t>) F/^) rfr d^. (3) 

ove t?j è la quantità coniugata di v. 

Per avere la relazione che lega v ad w , supponiamo disteso sulla nostra 
superficie (£) nn velo (V; flessibile ed inestendibile e consideriamo il punto u 
appartenente alla superficie (I) ed il punto v al velo (V). Riguardando (2) e (V) 
come due superficie minime applicabili ; possiamo, per un noto teorema (*), muo- 
vere (V) rigidamente nello spazio finché le normali alle due superficie, nei punti 
u , v corrispondenti in applicabilità , divengano parallele ; ossia finché questi 
punti abbiano la stessa immagine sferica. Le due quantità v,u vengono quindi 
ad essere gli affissi delle immagini sferiche di uno stesso punto di (V) prima 



(*) Lecornu, Sur les surfaces possedant les mèmes plana de symètrie que l'un 
do8 polyédres róguliers - Acta mathematica X Bd. 1887. 

(*) V. Darboux-Le9ons sur la théorie generale des surfaces-Promière pardo- 
Livre III, Chap. V. 
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e dopo un certo movimento : e poiché al moto rigido di (V) nello spazio corri- 
sponde un movimento della sfera di Gauss in so stessa, avremo 

v= ™±1 : *oS2L±£t {4) 

-PqU + Oo -/^4-a 

ove 6 = aa + fip = 1. Sicché essendo 

sarà per la (3) 

F(v) • F^vJ dv* • dv t * = F(w) . F^) dv? . dt^ 8 : 

donde, essendo t> funzione della sola u x e v t funzione della sola u x 

jF(v)dv = k \/F(w) dw ; VF^) (fy = - VFi(«i) d*V 

Ora ^ è la quantità coniugata della t^ , t^è la coniugata della w, F, è la 

funzione coniugata della F; quindi - deve essere la quantità coniugata di A:. 

Ciò è possibile solo se fc=l ossia se k = e'* con 6 reale. 

Perciò se la nostra superfìcie minima è applicabile su sé stessa in modo che 

al punto u corrisponda il punto v, la funzione WF(u) du deve trasformarsi in 

sé stessa, a meno di un fattore costante e /0 (0 essendo reale), quando in essa si 
muti u in v tenendo conto della (4). E se una superficie minima (1) è applica- 
bile su sé stessa in un numero finito di modi, la funzione VF(w) du deve tra- 
sformarsi in sé stessa, a meno di un fattore costante di modulo 1, per un gruppo 
finito di sostituzioni lineari. 

Le superficie minime che cerchiamo, si ottengono quindi prendendo per la 
funzione F(u), che compare nelle formole di Weierstrass; il quadrato della deri- 
vata di una funzione ty(u) che toma in sé stessa, a meno di un fattore costante 
di modulo 1 •, per le sostituzioni lineari d! un gruppo finito avremo cioè : 



*<»>=(£)' 



(5) 
Ora se per le sostittuioni lineari di un grappo finito è 
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si avrà 

dv du 

quindi le funzioni F(w) definite dalla (5) sono tali che per un gruppo finito di 
sostituzioni lineari soddisfano all'equazione funzionale 






(6) 



essendo una quantità reale. Viceversa se una funzione Y(u) soddisfa alla (6) 

per le sostituzioni lineari di un gruppo finito, V l>JF(u)du è una funzione che 

per quel gruppo di sostituzioni si riproduce a meno di un fattore costante di 
modulo 1. In altri termini le (5) , (6) definiscono le stesse funzioni. 

2. L'applicazione della superficie minima (1) su sé stessa definita dalla so- 
stituzione (4) può effettuarsi prima muovendo rigidamente il velo (V) nello spazio 
fino a fare coincidere le immagini sferiche dei punti di (V) e (2) corrispondenti 
in applicabilità, ed a portare un punto qualsiasi (v) di (V) nel corrispondente 
(u) di (2) ; poi, tenendo fisso questo punto e flettendo il velo (V) fino a disten- 
dersi su (2). Con questa deformazione l'immagine sferica di (V) non verrà alte- 
rata. Può darsi però che alla fine del movimento che porta il punto (v) di (V) 
nel punto (u) di (-) e che fa coincidere le immagini sferiche dei punti di (V) 
e (2) che si corrispondono in applicabilità , il velo (V), senza bisogno di essere 
deformato, si trovi nuovamente disteso sulla superficie (2): in questo caso le po- 
sizioni del velo (V) al principio ed alla fine del detto movimento coincidono e 
l'applicabilità si effettua mediante un movimento che riporta la superficie in 
sé stessa. 

Per vedere quando ciò accada, osserviamo che il valore Q(u) della funzione 
di Weierstrass, per la posizione assunta dal velo (V; col moto rigido cui è stato 
assoggettato (e che è definito dalle (4)), è dato da (*) 

G(u)= , r F( — ): 

e quindi per la (6) 

G(t*) = e*°F(t*). 



(•) V. Darboux Ì. e. forinole (21) a pag. 305. 
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Vediamo cosi che, quando 6 è multiplo di ir, i valori delle funzioni di We- 
ierstrass, corrispondenti alle posizioni del velo prima e dopo il movimento ri- 
gido cui è stato assoggettato, coincidono e quindi Y applicabilità si riduce ad 
un movimento che riporta la superficie in sé stessa. Se invece non è multiplo 
di ir il velo (V), nella posizione assunta col detto movimento coincide con una 
superfìcie associata a (2) ed ha bisogno di essere deformato per poter disten- 
dersi sopra (I). 

Concludiamo adunque dicendo che : si hanno tutte le superficie minime ap- 
plicabili su se stesse in un numero finito di modi prendendo per F(u) il quadrato 
della derivata della funzione più generale che si riproduce, a meno di un fat- 
tore costante di modulo 1, per le sostituzioni lineari di un gruppo finito. 

In particolare si hanno tutte le superficie minime che tornano in sé stesse, 
pei movimenti corrispondenti ad un gruppo finito di sostituzioni lineari, pren- 
dendo per F(u) il quadrato della derivata della funzione più generale che per 
le dette sostituzioni si riproduce a meno del fattore e u : la F^u) che definisce 
queste superficie, soddisfa adunque per le sostituzioni lineari di un gruppo finito 
all'equazione funzionale 



v- Poti t a*' 



Po* 

3. Cominciamo perciò a cercare la funzione più generale che si riproduce, 
a meno di un fattore costante per un gruppo finito di sostituzioni lineari. 

Sia (*) Z-Z(w) una delle funzioni razionali fondamentali del gruppo: la 
Z(w) si riproduce costantemente per tutte e sole le sostituzioni S del detto 
gruppo. 

La funzione inversa u = u(Z) è completamente determinata a meno di so- 
stituzioni lineari del gruppo cui Z appartiene cioè la u è funzione polidroma 
della Z, ma tutti i valori della u corrispondenti ad un dato valore della Z , si 
ottengono eseguendo sopra uno qualunque di essi (o sopra una radice qualsiasi 
dell'equazione m-ì*(Z) = 0) tutte le sostituzioni S del gruppo cui Z appartiene. 

Ciò posto o = 9(Z), essendo © il simbolo di una funzione monodroma arbi- 
traria, è la funzione più generale che si riproduce assoluf amente pel detto 
gruppo di sostituzione S. 

Difatti la ?(Z) si riproduce assolutamente per tutte le S. Inoltre se ? (w) è 
un'altra funzione che torna in sé stessa assolutamente per tutte le S, possiamo 
riguardare ? come funzione implicita della Z, 

<Fo(^) = <Po !**(£)!. 



(*) V. K 1 e i n. Vorlesungen tiber dae Ikoaaeder pag. 68. 
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Ora la 9 è funzione apparentemente polidroma della Z, ma tutti i valori 
della u corrispondenti ad un dato valore della Z, si deducono da uno di essi 
operando tutte le sostituzioni S del gruppo e per queste la <p rimane inalterata: 
dunque <p è funzione nionpdroma della Z e c(Z) è la funzione più generale che 
si riproduce assolutamente per tutte le S. 

Collo stesso ragionamento si vede che se 4 = ty(u) è una funzione monodro- 
ina di w che si riproduce, a meno di un fattore costante qualsiasi, per tutte le 
S, riguardando ^ come funzione implicita della Z 

<K«) - <!> I tt(Z) r 

la <|/ è funzione polidroma della Z, ma i diversi valori della ^ corrispondenti ad 

un dato valore della Z non differiscono fra loro che per un fattore costante. 

d ìogò 
Segue da ciò che — -^- è una funzione monodroma c(Z) della Z e quindi si 

avrà : 

dZ 



du 

i / x ' du 

y(u) = e 



P< Z 'E 
= e' 

/dò >* 
4. Se poniamo F(w) = ( — T j essendo <J> la funzione ultimamente trovata , 



avremo 

2h(Z)~du 



*» = * J^Z)-}. 



(») 



2|VzAw 



La F(w) sarà funzione monodroma di u, quando e ^ u sarà funzione 

ad un sol valore di u } ossia quando i diversi valori che 1' /<p(Z) — du può avere 

J du 

in u differiscono fra. loro di un multiplo di rJ. Quindi, pel teorema di Cauchy; 

la F(?0 definita dalla (8), sarà funzione monodroma di u y quando il doppio di 

ogni residuo della fuuzione ©(Zj -- in ogni suo punto singolare sia un numero 
intero. 

Se C è una costante qualsiasi (reale o complessa) : la F(u) definita dalla (8) 
è la soluzione più generale dell'equazione funzionale 



\— pU + & n ' 



pU 

la quale coincide colla (6) solo se jC| = 1. 

vol. xxxvi ' i»3 
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Ora la funzione j<p(Z)--| soddisfa alla (7) per tutte le sostituzioni cui Z 

appartiene. 

Dunque la F(u) data dalla (8; sarà la soluzione più generale della (6), quando 

2J*(Z)dZ 
<? è tale che i diversi valori che la funzione e può avere in Z differi- 

scano fra loro per un fattore costante di modulo 1 : ciò avverrà se i diversi 
valori che V $<i(Z)dZ può avere in Z differiscano fra loro di 2kni (essendo k 
reale), ossia se i residui della funzione <f(Z) nei suoi punti singolari sono tutti 
reali. 

Riassumendo adunque, possiamo dire che : la F(u) definita dalla (8) è la 
soluzione più generale della (6) e definisce tutte le superficie minime applicabili 
su sé stesse in un numero finita di modi e riferite univocamente al piano, quando 
9 è una funzione monodroma tale che 1°) il doppio di ogni residuo della fun- 

zione qp(Zj — in ogni suo punto singolare sia una quantità reale , 2°) i residui 

della funzione ^(Z) di Z nei suoi punti singolari siano tutti reali. 

In particolare quando il doppio di ogni residuo della funzione *(Z) di Z sia 

2jcf(Z;dZ 
anch'esso un numero intero (e solo in questo caso), la funzione e sarà 

funzione monodroma non solo di u , ma anche di Z : la F(w) definita dalla (8; 
soddisferà allora por tutte le sostituzioni cui Z appartiene alla (7) e ne sarà la 
soluzione generale. La (8) può allora scriversi più semplicemente sotto la forma 



F(«) = ,(Z)(g)' (9) 



La (9) definisce tutte le superficie minime riferite univocamente al piano 
che tornano in sé stesse pei movimenti corrispondenti alle sostituzioni lineari 
di un gruppo finito. 

• 5. Se ora supponiamo che i punti singolari della <p»Z) formino un gruppo 
di l a specie, la espressione di F(w) data dalla (8) può porsi sotto una forma più 
semplice e pratica per dedurne nei vari casi l'espressione generale di F(w). 

A tale scopo indichiamo con a r i punti di singolarità della ^(Z; e con p r i 
residui relativi. Consideriamo la funzione w(Z) che ha soltanto' poli di lo ordine 
nei punti a r coi residui p r : la funzione 9(Z) — tc(Zj avendo residui nulli in tutti 
i suoi punti singolari, V J ( <f (Z) — w(Z) j dZ è funzione monodroma della Z pel teo- 
rema di Cauchy, quindi potremo scrivere la (8) sotto la forma 

«/ x r>,rj 2\w{Z)dZ(dZ\* 
F(u) = P(Z,e J ( Tu ), 

essendo P il sitfcbolo di una funzione monodroma, 
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Pel teorema di Mittag-Leffler si ha 



- Z )=!"lzfe +P ^ z >b 



essendo P r (Z) dei polinomi che portano la equi-convergenza delia serie che dà 
l'espressione di w(Z) per ogni valore finito di Z, esclusi i punti singolari. Inte- 
grando lungo un cammino che non incontri alcuno di questi punti, avremo 



e quindi 



00 

j w(Z) <*Z = £ r { log (Z - af r + \ Q,(Z) 



^"^{v-ajKfi*™ 



ed il prodotto infinito, essendosi ottenuto dalla integrazione d'una serie equicon- 
vergente, sarà esso pure equiconvergente. 
Con ciò la (8) diviene 



oo 

(9 X ) F^ = p(z).(gyn{^ z - a . 



2p r Q r (Z)( 



Si vede così che la F(u) è funzione monodroma di u x solo quando il pro- 
dotto infinito che compare nel secondo membro della (9j) è funzione monodro- 
ma di Uj ossia quando tutti i fattori del detto prodotto saranno funzioni mono- 

drome di u. Ed in generale (Z - a r ) Pr e r è funzione monodroma di u solo 
se 2p r è intero, a meno che Z - a r non si riduca ad un quoziente di potenze di 
due polinomi. 

6. Giova perciò rammentare che, prescindendo dal gruppo ciclico , le fun- 
zioni razionali fondamentali di un gruppo finito qualsiasi di sostituzioni lineari 
si ottengono formando i quozienti di due qualunque di tre polinomi F, , F 2 , F 8 
elevati rispettivamente alle potenze j^ , j* 2 , |/ 3 ; essendo jjij , j/ 2 , pt 3 i più piccoli 
numeri interi pei quali 

7*i \k x = n, [* 2 = ti, j/ 3 ; 

se «!,«,, w 8 sono i gradi rispettivi di F, , F 2 , F 3 . 



• • ••• •• 

: • • •:• 

• • • • • 

• • • • 
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Tra questi polinomi sussiste una identità della forma 

\ F* 1 + X s F,'"* + X, F s ( ' 8 = , 
essendo >, , > 2 , > 3 tre costanti numeriche. 

Se prendiamo ora Z- — - sarà 
Po'' 8 

Un'altra funzione razionale fondamentale si ha moltiplicando Z + - per ^ 

'1 ^ 

e le altre tre sono le inverse delle tre precedenti. 

7. Premesso ciò, è chiaro che il 

relativo ai punti a r diversi da e da — ™- sarà funzione monodroma di u 9 solo 

se gli esponenti relativi 2p r sono tutti interi ; nel qual caso il detto prodotto e 
funzione monodroma pure di Z. Potremo quindi scrivere la (9J così 



K. )s rP(Z)Z»(z + £)"(£)■ 



oppure 



(9,) F(«) = P( Z ) ?V^— •( J ) • 



^3 

Questa relazione ci mostra che la F(w) sarà funzione monodroma di u , 
quando 2/^. 2qp 2 2(p -f q) jjt 3 sono interi. Inoltre confrontando la (9 2 ) colla (8) 
si deduce 

,[ (<f (Z)-^--^-- )<*z 



«r-z-rru 



z + 



P(Z)=|<f(Z)j>e 



M ', ) 
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I punti singolari e le singolarità della funzione 



.|«»-i--M 



«►!?• 



non sono soggetti ad alcuna restrizione, tolte unicamente quelle per le quali 



r l*\'*-i-z*y.\ 



dZ 



Z + p 



riesce funzione monodroma non solo di u l ma anche di Z : d'altra parte è chiaro 
che la T{u) definita dalla (9 2 ) soddisfa alla (6) pel gruppo di sostituzioni cui Z 
appartiene, qualunque sia la funzione monodroma P(Z). 

Potremo quindi asserire che : tutte le superficie minime applicabili su sé 
stesse in un numero finito di modi (eccetto quelle relative ed un gruppo ciclico 
di Sostituzioni) e riferite univocamente al piano ; sono definite da 



!•(«) = »(Z)P I «.P t f.F,7.(g) 



essendo 9 il simbolo di una funzione monodroma arbitraria, ad a , £ , y tre uu- 
meri interi che soddisfano alla identità 

n x a + n, $ + » 3 y = 0. 

E se ricordiamo che Tunica funzione razionale fondamentale del gruppo ci- 
clico è Z = u n ; con un procedimento analogo a quello ora tenuto, possiamo ve- 
dere (partendo dalla (9 X ) che : le superficie minime applicabili su sé stesse in un 
numero finito di modi, corrispondentemente ad un gruppo ciclico di sostituzioni 
zulla u , sono date da 



(«) 



F(w) = u m y(u H ) 



essendo m un intero qualsirsi , che potremo supporre sempre minore di n e 9 
denotando una funzione monodroma arbitraria. 

8. Prima però di parlare separatamente delle superficie che si presentano 
nei vari casi notiamo che sopra una superficie applicabile su sé stessa in un 
numero finito di modi, per ogni applicabilità esiste un sistema di linee (Z') che 
nell'applicazione coincidono colle linee loro deformate. 

Esse hanno per immagini sferiche il sistema dei circoli posti nei piani nor- 
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mali all'asse attorno ai quale avviene il moto generalmente elicoidale che porta 
il velo (V) dalla sua posizione iniziale a quella nella quale le normali nei punti 
corrispondenti in applicabilità sono parallele. Se e è il punto della sfera di 
Gauss che, durante questo moto elicoidale, resta fisso ; il sistema delle linee (/) 
corrispondente sarà dato da 

(1 +«1^(1 + SEi) 2 

essendo C l'angolo che le normali alla superfìcie lungo una linea (l) fanno col- 
Tasse del moto elicoidale. 

La linea (l ) per la quale f = - ossia la linea 

m 

2 (8 - u) ^- »l) = U + W«*l)U + 66,) 

è tale che le normali in due punti corrispondenti in applicabilità, fanno fra loro 
un angolo uguale a quello di cui ruota la 6fera di Gauss durante il moto ri- 
gido di (V). 

{continua) 
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SOPRA UNA CLASSE DI CURVE INTRINSECAMENTE ANALOGHE 

ALLA CATENARIA DI EGUALE RESISTENZA 
NOTA 

DEL 

Dott. T. CIFARELLI 



trinseca 



Le curve I\ di cui ci occuperemo , sono quelle definite dall' equazione in- 



'-ài**-'*)- 



Si hanno in particolare la retta e la catenaria di eguale resistenza per i valori 
ed 1 di k. Se ? è l'angolo che la tangente in un punto qualsiasi M fa con 
quella nell'origine degli archi, vertice, si ha 

P0M V - T , — IOg«g( S + T J. 

La prima ci offre una costruzione semplicissima del centro di curvatura. 

Per k pari si ha un assintoto parallelo alla tangente nel vertice ; mentre 
per k dispari sono due paralleli e simmetrici rispetto alla normale nel vertice. 
Coll'aumentare A: di un'unità i due rami all'infinito rotano l'un verso l'altro di 
90<>: aumentandolo di due unità s'aggiunge un altro cappio; questi poi sono 
interni l'uno all'altro. 

Per k = 2 si ha un sol cappio, e l'assintoto dista di 2a dal vertice 0. La 
normale in e la tangente in M incontrino l'assintoto in A ed L, mentre la 
bisettrice dell'angolo 9 formato dalla normale con la perpendicolare abbassata 
Bull'assintoto incontri questo in N. È isoscele il triangolo MLN, e la base tocca 
nel punto di mezzo H, il proprio inviluppo, che è una trattrice di parametro a. 
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Il segmento AN rettifica la ì\ , e se diciamo corrispondenti i punti M su I\ ed 
N sull'assintoto abbiamo che è costante il segmento MN, e gli elementi corrispon- 
denti sono uguali ed ugualmente inclinati ad MN. E dunque notevole che la T t 
si comporta rispetto alPassintoto quasi come una retta ad esso parallela. Le 
normali nei tre punti M, M, , N alle rispettive lince s'incontrano nel centro di 
curvatura C, della trattrice. 11 punto di mezzo C del segmento MC f è il centro 
di curvatura di T 2 , e perciò la catenaria descritta da C, è il luogo dei simme- 
trici dei punti M di T t rispetto ai relativi centri di curvatura. La T t poi è il 
luogo dei simmetrici dei piedi delle ordinate della catenaria sulla direttrice ri* 
spetto alle tangenti. 11 centro di curvatura della catenaria trovasi .sulla tangente 
a T t . Distendendo sul piano le assintotiche della pseudosfera di raggio a si han- 
no le r 2 . 

- a fa 

Per k qualsiasi è MM, = — -, mentre MC f = - — - o ; le curve descritte da G, 

/e— *1 K" m 1 

ed M, , queste sviluppanti di quelle, sono date da 



p = _z r _ + -_ (A ; , p = £_^ e «_i. ( b) 



a t « s 

,k^Ty + a 



Si ritrovano per k = 2 la catenaria e la trattrice. Prendendo ora sulla dire- 
zione positiva delle tangenti alle curve (B) segmenti costanti ed uguali ad MM, 
si hanno le T kmst , onde due qualsiasi di tali curve , con indici differenti di due 
unità, poste in modo da avere gli assintoti coincidenti ed i vertici distanti di 

Ha 2a 

-^ — , avranno i punti corrispondenti M ed N a distanza costante - — , gli archi 

corrispondenti uguali , ed i relativi elementi ugualmente inclinati alle congiun- 

TU C 

genti MN. Tale inclinazicne è data da io = f , e siccome all'infinito è w=0, 

2 te 

così ritroviamo che relativamente alla retta (fc=0) ed alla catenaria di eguale 

resistenza (fc=l) gli assintoti saranno uno o due secondo che k ò pari o dispari. 

2a 
Notiamo che in -— la A: è calcolata per la curva in cui l'indice è maggiore. 
te — J. 

I vertici delle successive curve per k crescente all'infinito tendono a radunarsi 
in un punto distante di a~ dall'assintoto per k pari, e distante di <rlog2 dal 
vertice della catenaria di eguale resistenza per k dispari. 



•• z • « 
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UN CASO PARTICOLARE 
DEL PROBLEMA DELLA ROTAZIONE 

DI UN CORPO SOLIDO DI RIVOLUZIONE SOSPESO PER UN PUNTO 

DEL SUO ASSE DI SIMMETRIA 

NOTA 

DEL 

Dott. GAETANO URZI-a Messina. 



Il problema della rotazione di un solido attorno ad un punto fisso è fra 
quelli che maggiormente hanno attratto l'attenzione dei Geometri. 

Dopo i lavori classici di Euler (Mémòires de TAcadémie de Berlin, 1758) 
di Lagrange (Mécanique Anal. Sec. IX) , di J a e o b i (Gesammelte Werke, 
Bd. II), di Po in so t (J. de Liouville, lere s. T. XVII) della Kowalevski 
(Acta Math. tt. XII e XIV), il Darboux in una Memoria intitolata Sur le mou- 
vement d'un corps solide de revolution flxé par un point de son axe (Comptes- 
Rendus, t. 101) notava che « il metodo di Lagrange è applicabile e condu- 
« ce ai tre integrali del problema, nel caso in cui il solido di rivoluzione è sog- 
« getto a forze esterne, il cui potenziale dipende unicamente dair angolo che 
« Tasse di simmetria del corpo forma con una retta fissa, passante per il punto 
« fisso ». 

Il problema di cui ò oggetto la presente Nota rientra nel caso segnalato dal 
Darboux, e vi son pervenuto cercando la forma che deve avere la funzione 
potenziale U, affinchè il problema si riduca alle quadrature elementari. Ho tro- 
vato così che U dev'essere proporzionale a 

m cos 1 ■+■ n cos 4- 1 
1 - cos 2 G 

dove m, n, l sono costanti qualunque, ed ho fatto lo studio completo del moto, 
nel caso particolare di m =■ 1, n = 0, l - 0, cioè: U s — j-~. 

yol. xxxvi. 24 
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Nei primi 6 paragrafi ho fatta la determinazione analitica dei coseni diret- 
tori della terna mobile, rispetto alla terna fissa : nei rimanenti ho fatto lo stadio 
cinematico del movimento il quale si può riprodurre facendo rotolare il cono 
della erpoloide sopra una superfìcie di rotazione del 4° ordine. 

1. Sia il punto di sospensione del corpo. Assumiamo nello spazio una 
terna di assi fissi Ox , Oy , Oz ortogonali; supporremo Tasse delle z verticale : 
uscente pure da consideriamo una seconda terna Ox ì , Oy t , Oe l costituita 
dagli assi principali d'inerzia del corpo relativi al punto fisso. 

Supponiamo congruenti le due terne, e i nove coseni di direzione della se- 
conda terna rispetto alla prima sieno definiti dallo schema seguente : 





x l 


Pi 


*1 


X 


«1 


h 


c l 


V 


«» 


b t 


Cg 


z 


«J 


h 


Cj 



Se ora immaginiamo il corpo soggetto a forze che ammettono una funzione 
potenziale U e diciamo A , B , C le grandezze dei momenti principali d'inerzia 
del corpo : p , q } r le componenti al tempo t della velocità istantanea di ro- 
tazione rispetto agli assi mobili, e 9 , ty , 6 i tre noti angoli euleriani , in modo 
molto semplice si deducono le tre seguenti equazioni differenziali del moto : 

a d P . ,n m sin<p/dU , ,SU\ SU 

A £ + (C-B) ir-^fo + cosO^) - cos 9 - 

«<*? /a n\ COSflp/0U ,CXJ\ . CU 

a) ) B i + (A - c ^ = si^(^ +C08 °w) + sifl ?i(r 



n dr ,t> ax *U 

C- + (B-A)^= — 



di 



insieme alle quali hanno luogo le altre 

'- dO dif di* d$ 

(2) q sin 9 - j? cos? = -- , q cos? + p sin? = sinO T J , r 4 cos -f. = -~ 

«e &t Ut ut 
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e le equazioni di Poisson: 

/ox dai i dbi dei . 

(3) Tt^ { ~ qCi} 'aT^ VCi " Tai > ~dt^ qai ~ phi fr^ 1 » 2 » 8 '- 

Il teorema della conservazione dell'energia dà l'integrale : 

(4) Ap* + B? 2 + Cr 2 = h + 2U. 

D'altra parte moltiplicando le (1) rispettivamente per a 3 , ò 3 , c 3 e som- 
mando si ha 

— (Ao,ii+B6 g af+Oc B r)= - sp- 
onde : fife Za funzione potenziale dipende soltanto da o e ha luogo l'integrale 
delle aree nel piano xy. 

Siccome esiste l'integrale algebrico razionale 

(5) a 3 2 + ò s 2 + c 3 * --- 1 

e si conosce l'ultimo moltiplicatore del sistema delle (1) e delle (2) che è eguale 
a costante , se ne conclude che il problema si riduce alle quadrature tutte le 
volte che U non contenga ty e si sappia assegnare un quarto integrale. 

Questo quarto integrale, oltre che nei noti casi di Euler, Lagrango 
e Kowalevski, è stato assegnato dal Darboux quando il solido è di ri- 
voluzione e la funzione potenziale dipende solo da c 3 e dal De B r il n ( l ) 
quando la funzione potenziale abbia la forma 

ttL 

~ K* s + <? (x» + y* + ««) 

essendo m la massa del corpo , K costante per tutti i punti e © simbolo di 
funzione arbitraria. 

Nel caso segnalato dal Darboux, A = B , U =-f(c 9 ) ; quindi dalla 3 a delle 
equazioni del moto, si deduce 

(6) r =. r - costante 

e gli altri due integrali della forza viva e delle aree divengono 

p* + «■ = p j f(c z ) + T i 
pa z + qb s = o - ac 3 



(*) Aoadémie des Sciences de Stockolm (Septembre 1893). 
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essendosi posto 



Cr fl __ 2 h - Cr * ^ _ cost. 



** A » r A ' • . O > 



A ' r A 7 ' 2 ' A 

Dalla 3 a delle (3) deduciamo , elevando a quadrato : 

(9) (^) ,= ? ' ' + /(Cs) ! (1 " ^ " (5 " aCs)2 

la quale mostra che il problema si risolverà colle quadrature elementari, se 

nt mcJ + ne* 4- l cJ c s 

^= 'i-v =, + i , + « ) n?? + <, r^ 5 - 

La funzione potenziale si scinde adunque in tre altre, la prima delie quali 

e * 

dà luogo a forze nulle. Ci limiteremo a studiare il caso di U = - — - — 5 riserban- 

l — c s 

doci di mostrare in seguito che, almeno analiticamente, questa ipotesi nulla 

toglie alla generalità del problema. 

2. Nel caso suddetto l'integrale (7) prende la forma: 

(io) * 8 + 2 8 =Hn=v + Y )' 

Supponiamo ora che inizialmente, cioè per t = 0, $is. p-0, g=0, r = r 
e c 3 = 9 < 1 e positivo scegliendo convenientemente il senso positivo dell'asse ver- 
ticale : avremo allora 

C'o a _ 2 9 2 s _Cr 2<?« 



e quindi dalla (9) ricaviamo (*) : 
(11) dt = 



dc 3 



Va + 6c 8 4- ce** 



Q) Si può facilmente verificare che nel caso più generale di 



/-(<*)=- 3 



mcJ + ne, + Z 



l-V 



si giunge anche alla (11), se non che i valori di a, 6, e non sono più quelli dati 
dalle (12), ma altri nei quali oltre che A, C, r e <j> entrano le costanti 1, m ? n. 
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dove 



9* 



2C»r « 



(12) 



e = P(l-Tr)-«» = 



A*(l- ? ») 



|2A- 0*V(l-?«) 



Per studiare ora il movimento dell'asse di figura del corpo consideriamo 
l'equazione di 2° grado a + &c 8 + cc s * = 0. È facile verificare che il suo discri- 
minante è positivo, onde le due radici, che denoteremo con x t ex,, sono reali. 
Esse sono 



w»-l 



ce» = 



— <o* — 1 co 2 + 1 



io 2 -l 



= <? 



i - w 2 



essendosi posto 



2A 



C 2 r 2 ,!-<?*) 



= io 2 > 0. 



Discutiamo queste radici. Una di esse, eguale a 9, è positiva e minore di 1. 

Osserviamo in primo luogo che se fosse io 2 = l, allora e = e si cadrebbe 
in un caso di moto affatto diverso, poiché nella (11) si avrebbe sotto il radicale 
un' espressione di 1° grado , anziché di 2°. Rimangono i due casi : co 2 < 1 e 
w 2 > 1 : 

lo caso) (o* < 1 ; sarà e < 0; quindi x 2 positiva e maggiore di 9: ma può 
essere 



perciò 
se fosse 



1 + co 8 < 



w 2 = 



w* < 



£-9 
1 +\ 

1 - * 



1 +9 

1 + ? 



<1 



Ci) 2 > - - 



ovvero 



si avrebbe 



3 < * - <P 
>1 +? 



* 2 = 1; 

< x 2 < 1 ; 
a?, > 1. 
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2° caso) tu 2 > 1 , sarà c> 0. In questo caso x 2 risulta negativo e ragio- 
nando come nel caso precedente, si avrà 

9 < | x % | < 1 , x 2 = - 1 , | x 2 | > 1. 

Riepilogando, ed indicando in ogni caso la maggior radice con x" e la 
minore con x', avremo 

1 > x" > 9 > 
per e < : x l = 9 ) x" > 1 

[ x" = 1 

> x f > - 1 
per e > oc" = 9 j ae' < - 1 

x' = - 1 

Ciò premesso, affinchè il moto sia reale dev'essere 

a±bc 3 + cc 3 2 = c(c 8 - a?') c 8 - x") > 0.- 

Nel caso di e < ed entrambe le radici sieno minori di 1 , questa condi- 
zione sarà soddisfatta quando c 3 varia fra x' e &" \ c 8 prendo adunque inizial- 
mente il valore <? e raggiunge il valore massimo x". Quando è x n > 1 (sempre 
con e < 0) il trinomio precedente sarà reale per c 3 compreso ancora fra x' e x"z 
ma c 3 dovendo soddisfare alle due relazioni pa 3 4 gi^ = e — ac 3 e a 3 2 4 & 8 2 4 c 3 2 = 1, 
joon potrà prendere il valore 1 , perchè in tal caso sarebbe 8 = a , mentre s' è 
trovato 8 — a<? < a : inoltre, siccome vedremo nel n° seguente per e < , c 3 risulta 

funzione periodica del tempo col periodo (reale)-Jl^ , ne segue che c 3 non 

vi e 1 

può nemmeno avvicinarsi indefinitamente ad 1, senza che p q divengano en- 
trambe infinitamente grandi, ciò che, dovendo verificarsi per ogni periodo, sa- 
rebbe impossibile , mantenendosi il tempo finito. Allora si può senz'altro affer- 
mare, che per e < , c 3 ammette periodicamente un valore minimo ed un valore 
massimo che denoteremo rispettivamente con cos X e cos0 2 : onde si può con- 
cludere : 

Quando è e < 0, l'asse di figura del corpo descrive intorno al punto fisso 
un cono compreso fra due altri coni circolari, aventi per asse comune V asse 
verticale Oz e per vertice il punto fisso. Le semi-aperture di questi due coni sono 
date da X = (are COS9), e 2 ; h x , contato dalla direzione positiva della verticale 
è sempre il più grande. 
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Nel caso di e > il trinomio a + bc z + cc 8 2 , sarà positivo, quando è sempre 
r 3 < 9 : in questo caso essendo il periodo della funzione c 3 di t immaginario , 
come si vedrà nel numero seguente, c 8 potrà avvicinarsi asintoticamente ad 1 
perciò 6i conclude : 

Quando è e > 0, V asse di figura del corpo descrive intorno al punto fisso 
un cono, tutto compreso entro un cono circolare^ il quale ha per vertice il punto 
fisso, e per asse tasse verticale Oz La semi-apertura di questo cono è data da 
0, = (are cos 9). 

3. Passiamo ora alla effettiva determinazione di c r Nel caso di e < 0, inte- 
grando e chiamando t la costante, dalla (11) ricaviamo: 



(« + -) M = 



I are cos — - 1 

\ V— *--'/ 



E poiché per t = si ha t = 0, ponendo - *Jct = u (reale), avremo : 



b Vò*-4<tc 



E introducendo le costanti x' e ce", si ha; 



13) e 3 - x" cos 2 - + x' sen 2 - 



u . , u 
2 



la quale mostra che c s è funzione periodica di u col periodo 2ic, ovvero fun- 

2t: 
aione periodica di t coi periodo — — . 

V|c| 

Invece nel caso di c> l'integrale della (1 1) trasformato opportunamente 

ci dà: 



(14) e, = «"Cfc»J-8B'S*«J 



dalla quale si scorge che anche in questo cAso c a è funzione periodica di u , 

2zi 
oppure di t col periodo immaginario — . 

ve 
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Le due precedenti espressioni di c s possono scriversi sotto la forma unica 

(15) c s =a"C^|--^S^y 

nella quale è da intendere 

cn^iu per e < ed x = u per c> con u sempre reale. 

4. In questo paragrafo stabiliremo alcune formole preliminari che ci servi- 
ranno per la determinazione degli altri otto coseni. Calcoliamo pertanto i due 
integrali 



( ^ U T' — f ^ U 



lo caso : e < , x 1 e x" entrambe minori di 1, ma positive. Dalla (13) ri- 
caviamo : 

u 
dtan — 



_ [ du 2 1 2 

Jl — c a ~l— as'11— a?' a w 



Ed essendo < r < 1> potremo porre : - Th* - : onde si avrà 

l - x f 1 — a' 2 

u 

2 tan 2 
I = are tang 

Va-*')(l-x") ™- 

2 

nella quale il 2° membro è una quantità reale ed univocamente determinata. 
Trasformando il 2° membro colla nota relazione 

(16; are tan « = — log : 



2i * 1 - iz 



si avrà 



(17) 1= log 
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Quanto ad I', ancora per la (13), si ha : 



u 
d tan -x- 

r= 2 



l+x' I l+x' t - u 



l + x' V 

E ponendo, come è possibile, ;; = Coth* -J , avremo 



Ch -i- (», + tu) 

(18) I'= - ._ = log 

<Vvi + «0(i + «") chi k -fu) 

Uà 

2o caso : e < , x r = 9, oc" pos. > 1. Per I' si ha ancora la (18): quanto ad 

1 — se" 

I essendo in questo caso 7 <0, si potrà porre 

1 — x 

1 - X" , a v m , t iv 

e con un calcolo analogo al precedente si dedurrà 

Sh — (iv + tu) 

(19) I = — log 

<V(l-«0 (!-«") Bh 4- (*-<«) 

3° caso : ; x" = <p , > oc' > - 1. Dalla (14) si ricava : 

du 
o I C 

1 = 



1— x 11 1— X 1 ' V 

Ed essendo in questo caso < < 1 , porremo T = Th* - , e quindi 

1—CC \~-X 2» 

YOL. XXXVI. 25 
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avremo 

(20) I = — - = log 



Sii ^(y + u) 



V(l -a/)(l-x") Shhv-u) 

Li 



il cui secondo membro per essere v > u ( l ) , è una quantità reale. 
Per I' si ha 



Ch—^ + w) 
(21) 1'=--^.— r^log 



avendo posto qui 



>/"<! + a50(l+<O Chy^-tt) 



L^ = Th'^ 
1 + ce" 2 



40 Caso c> , x" = 9 , fl?' < — 1. Per I vale la (20) 

1 + x" 
quanto ad I', essendo — — r < , porremo 

1 T* X 



e ricaveremo : 



1 + x" . v K 

— — = cotg- y 



x Cil— (lU, + U) 



(22) r = 7= -log - - 



Le diverse forinole trovate per I ed F possono mettersi sotto forme uniche, 



(*) Infatti si ha ; 

Th* - - Th* - = - -*— = ) — J - — -^ > , perciò 1? > « 

2 2 l-#' c 3 -ic (i-xO(c s — X') ' r 
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le quali divise per \l\ e \ divengono 

■ Sh-(« + 0!) 

( 23) ■— = ^ log,- 

V|c| Ml-x'Xl-co") Sh l {v _ x) 

2 ' 

r j Oh~(v t +x) 

(•24). = ----- ' - log 

\ | e\ s/c ( 1 + x'){l + a") Ch L ( t?i _ X ) 

i cui secondi membri, per quanto precede, sono reali. Nelie forinole precedenti 
intenderemo che 

[ per ac'=cp , &"pos. <1 sieno v e r f reali 
per e<0, sia x=iu ; ma | 

/ « a?'^, oc">l « viniag. e i;, reale 

( per x"-c, as'neg. >-l sieno v e v, reali 
per e > , sia a; - w ; ma < 

/ « #''=;? , ac'<— 1 sia v reale e i? f iniag. 

in virtù delle quali convenzioni, varranno sempre le posizioni 

^ 1-05' 2 ' 1 + x" 2 

L'una o l'altra delle forinole precedenti perde affatto di significato quando una 
delle due radici risulta eguale a t 1. A queste due ipotesi corrispondono casi di 
moto affatto diversi dai precedenti. Per amore di brevità escluderò nella trat- 
tazione ulteriore questi casi , le cui forinole relative si otterrebbero in modo 
analogo. 

Dalla (15) in virtù delle (25) ricaviamo le due altre formolo seguenti : 

1— x 1 1 l 1+ac' 1 1 

l--c 3 = Sh — (v x)Sh—{vTX) y l + c 3 = Cli — (ir, -x) Ch -->,-*#) 

Ch* -Ì' - ~ Sh'^- - 2 

2 2 

dalle quali, tenendo ancora presenti le relazioni 

l-#'_ l-as" \\x' _ 1+x" _ „_ ,_ 2 

Ch>? Sh*~ Sti*^ Ch*?; Ch-J-^MOChi-lt-t;,) 
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che si deducono dalle (25), avremo : 



l-c*,= 



Cht'JllCV*^*! 



(HI) 



X Sh — (v + x) Sh — (t> - as) Ch — (», + x) Ch — (», - X). 

2 2 2 2 



Inoltre dalle (12) , ricaviamo : 

a+b+c » c(l - x'){l~-x") = ^-(a-6)* ; a - 6+c = c(l-f x^Cl+ac") = /3-(a+5)* 
ovvero per le (26) , e ponendo 

cSh«t; 



/* = 






avremo : 



\a. — O) — e — , (a -j- 01* = e ; 

Ch* 2-+S Ch* ip Cltó* Ch*^' 

2 2 2 2 

Ed ora possiamo porre per brevità : 

t(«- 6^ _ _*_ VSh (t?7+ t>) Sh~(t? - u)" _ 



2 N >e(l ~x')U -<0 2 8ht; 

* (a + 5) _ _£_ VSh(t; + t;,) Sh (v Q - t? t j _ 

2 Vc(l + #')(! +<B'T 2 Sht> ~ 

osservando che 

por c<0 ; x'= 9 , a?"pos. < l sono jjl realee jJL f reale 

« e < ; as' = 9 , a?" pos. > 1 « jjl imag. e jjt f reale 

« e > ; x''= 9 , x' neg. > — 1 « jjl imag. e p, imag. 

« e > ; #*'= 9 , a?' neg. < - 1 « n imag. e pi, reale. 
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5. Dalle relazioni 

a z = rb i - 2 C 8 » W = i> c 3 - ra z 
moltiplicando la 2» per i e sommando, ricaviamo : 

«'« + *V = - ir («3 + *&s) + * C s(P + *?) 

Invece dalle relazioni 

pa $ + g& 8 = 5 - ac 8 , qa 3 - ^?6 8 = c 8 ' 
abbiamo 

5 - ac 8 + tc 8 ' (a 8 + ib s ) (8 - ac 8 4- tc 8 ') 

^ +i « = -^r^ 8 --= rr^ 

onde si avrà 

1 d , „ . c $ c 9. . 8e 8 -ic 8 * 

a, + iòj d* v * 1 — c s * 1 — c 8 * 

du doc 
Osservando che si ha in ogni caso dt= — — =-- — , e integrando avremo 

V|c| Ve 

log(<T 8 +i& 8 ) = cost. + ->■ — ~- + i. log(l-c 3 *) - J — =1 1 - A_. _I'. 

>/c 2 2J|c| 2>/|c| 

Chiamando a e 6 i valori iniziali di a 8 e 6 8 si ha, per t = 0, anche sc=0 e c 8 =9 , 
e quindi 

1 a + ib 

cost. = — log -^— ., , 

onde tenendo presenti le (23) , (24) e le (28) ; abbiamo : 

i(OL-r )x 



(29) «, + i bt = — *— Jh±«! e 

Ch 4- (v + *.)Ch - (r> - ».ì V°<» - •*. 



Ve 



Ch — (« + «,) Chy (»-»,) 



1 1 

i>* + 9 r i 1^+2 



[ 8h _*. (l ,_ a) ] 2 [chl(v ( -a;)] 



1 
ì''~o r , -i<V 



[shi- <» + *)] 2 [chi- (», + »)] 



2 
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e quindi l'altra 



a t - ib t = — 
Ch 



2 la. - ib 

— (v + v t ) Ch — (e - v t ] 



((a—r^x 



i i 



r 1 T 2 r i t'« 

[Sh-(v + x)\ [ Ch 2 (v, + x)\ 



1 1 



[i i 2 r i V f 

Sh ¥ («-ar)J [Ch T (» f -as)J 



Ponendo ora (7= c f + /e, , C = e, — ìc t 7 abbiamo 

CC ti = 1 - c 3 *. 
Ricordando inoltre la forinola di Halphen (Fonctions ellipt. P. 2 a , Ch. I, (26)) 

*f-°f • = «<!«. + *) 

cioè : 



C 2* 5 — ac 



3 



dlog — = -„_. r~'VT dw 



C o Vici t 



e 



da cai integrando e osservando clie colie supposte condizioni iniziali il valore 

le ■+■ 2C r 

della costante è dato da log \/— — — — , ove c e c' rappresentano i valori ini- 

\c - ic 

ziali di e, e c 2 , avremo : 



Da questa formola e da quella che da il prodotto CC Q , deduciamo le 2 
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altre : 



c= Cl + iCì = _ K t___ 

2 2 

(30) 

[ah !(,-_)] * [chÌK + .T)] ri 



•«+-1 - - -i*+r 



2 



1 
11 * ' ' '!»,-» 



[sh^(t,+x)] * [ch^-cc)] 

(' = e, - tV 2 = . K " _y' 

Ch P -t_Ch?L-3 Vc + »v 
2 2 

(30') 



* * ri i i * 



,"". - , ,n.-£ 



[sh^-as)] * [Chì(t, 1 + a ;)] * 



Finalmente i valori di a, ,a i} b t ,b t si hanno immediatamente dalle identità se- 
guenti : 

„„ _ , .„ e, ± t e, l a s ± ib 3 a, + ib 3 \ 

( 3l) „ l± „,_-__ x a ______ j, 



;, _ «, - c » ± ,c * i a * - f6 * a» J__ l 



G. Dalla espressione (15) di c s , ricaviamo 



c 3 = — f- - -- — Chcc 



per modo che sarà: 



(32) o - ac 3 i ec 3 ' = ( 8 - a -- — J - a — — Ch x ± i — — 



Sii x 
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Ora, tenendo presenti le (28) abbiamo: 

Shv 



a — 8 = - 2t jn/a -f ò + e = 2t V e Ji 



2 2 



a + 8 = - 2ì|i >/a-b + c = — 2ì V e |i 



Sh©! 



2 2 



dalle quali ricaviamo le altre 

. .— mShVi + jiShv ^ .— uShv-mSht;. 

a = — i <J e ■ , o = ivc 

Ch^Ch^ Ch^Ch^L' 

2 2 2 2 



ed avendosi inoltre 



?"±^ = _Th^±^Th^ 



"l 



avremo ancora 



x' + x" ..— 118hvChv.-hSh0.Chr 
o - a — - — = i v e * — =-* i 



2 Ch«i±^Ch«* 

2 2 

Inoltre 

x"-x' _ _ ,— nShc + mSh r t x" - »' = » 

2 2 2 2 

Sostituendo nel 2° membro della ^32) le espressioni testé trovate, abbiamo: 



t Ve 

eh li- 1 



eh c - '■■ 



3 2 

jiShcChr, — ji,Shr, Chr _ p. Sh e -f jt, Sh r, ^ Shx ' 

j Ch 1+i Ch 1TJ5 Ch 1±S Ch ^ **^!' 



Per modo che dalle relazioni 



8 — ae* -r iV« f e — are. — ic.' 

j> a "i = ~ — - k ; P ~ '* = - 



A,-!*, ' / * <h + rt, ' 
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tenendo presenti le (29) e (29') potremo ricavare le 2 altre 

*/ /» L ^ J LI 






Ve 



|Sh-(tH-a?J [Ch-K+x)] 



(33) 



i p Shr Chv x - H Sh^ Ch» _ (iShc+^t Sht> t Cha; + Sha; j 



li-i »-- 



[Shi( v -ir)j [Ch-^-aj)] 1 

(330 

( n Shv Chi», - i*, Sh». Ch» n Sh v + i*, Sh »! Shx ) 
X \ è i * CllJC — / 

Le due precedenti formolo ci danno le 2 componenti p e q della rotazione : 
quanto ad r abbiamo che è costante, ed il suo valore abbiamo denotato con r . 

7. In questo paragrafo completeremo lo studio fatto al no 2 dando qualche 
cenno sul cono descritto dall'asse di figura. Per questo imaginiamo un piano 
parallelo al piano fisso xy , condotto alla distanza 1 dall' origine. Questo cono 
segherà il cono circolare (sempre reale) la cui semi apertura è are cos <p secondo 
un cerchio che diremo r, e l'altro cono pure circolare, quando esiste, secondo 
un'altro cerchio r 2 e infine la superficie conica descritta dall'asse stesso secondo 
una curva e , in ogni caso sempre interna a r r Dette ora R e 51e coordinate 
polari dei punti di a, avremo 

(34) R.^ì^i ^-j 

la quale mostra che il quadrato del raggio vettore della curva a , base del cono 
descritto dall'asse di figura del corpo, varia in ragione inversa della funzione 
potenziale. 

voi*, xxxvi. 26 
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Dalla (34) segue inoltre che i massimi e minimi di R corrispondono a quei 
valori di x che rendono e, rispettivamente minimo o massimo : cioè c t — , . 



v'I - e* 

Un massimo esiste dunque sempre, ed è dato da Rj = -. Quando an- 

? 

che x" è positivo e minore di 1 , esiste anche un minimo dato da R t = 7t — 

Per questi valori il punto M di a si trova rispettivamente nelle due circonfe- 
renze I\ e r t alle quali perciò questa curva deve risultare periodicamente 
tangente. 

Quando invece è e < ed x" > 1 , si avrà ancora un massimo di R per 
Cj = 3c' = 9, ma non un minimo, perchè c 3 non può prendere il valore x": però 
anche qui c s varia fra 9 e cos S (n.° 2) : onde anche in questo caso la curva 
zs risulta compresa fra due circonferenze, essendo tangente solo alla I\. 

Quando infine è e > , potendosi c 3 avvicinare asintoticamente ad 1 , il 
raggio vettore della curva in discorso avrebbe inizialmente ancora il valore 



, valore questo che decrescendo in modo continuo, tende asintotica- 

? 
mente ad 1. 

Dette ora x , y le coordinate cartesiane del punto M rispetto ad un sistema 
di assi ortogonali aventi l'origine nel punto dell'asse delle z 7 posto alla distanza 
1 da 0, e rispettivamente paralleli agli assi omonimi fissi, e posto per un mo- 
mento OM = p, avremo x = f a s , y = pò a , dalle quali ricaviamo 

1 _ a. + ib t 

3 = ^T lOg ± -f 

la quale, tenendo presenti le (29) e (29') e ponendo — log — -^ = S (reale) 

zi a — iò 

ci dà : 

8hì(»-x) Ch^^ + ar) 

(35) 3 = S + ?_J> x -r in log — + fri log 

V« Sh-(vfx) Ch-fo-a?) 

il cui secondo membro risulta in ogni caso una quantità reale. La precedente 

relazione mostra che S si compone di 2 parti : una funzione lineare del tempo 

2ut 
ed una funzione periodica di t col periodo — . Questo periodo è reale, quando 
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e < 0. In questo caso allora paragonando fra di loro la (34) e la (35) segue che 
R riprende lo stesso valore quando t varia di un multiplo del periodo, mentre 

CL m ~~T 

i corrispondenti valori dell'argomento differiscono fra loro di — =«2n. La curva 

V|c| 
in discorso, adunque, nel caso di e < risulta trascendente. Essa è trascendente 
anche quando è e > : infatti, in questo caso, per quello che s' è detto più so- 
pra, il raggio vettore (essendo il periodo della funzione che lo definisce, ima- 
ginario) non riprende mai uno stesso valore. 

8. Diciamo OM l'ampiezza al tempo t della rotazione istantanea, le cui pro- 
iezioni sugli assi mobili sono p 7 q,r: estendendo il significato d' una denomf- 
nazione adottata da P o i s s o n , la curva descritta sul corpo dal punto M (curva 
base del cono degli assi istantanei di rotazione mobili) la diremo P o 1 o i d e ; 
la curva descritta dal punto M nello spazio la diremo E r p o 1 o i d e. 

Poiché nel caso nostro, essendo r= r = costante : La poloide risulterà una 
curva piana contenuta in un piano parallelo al piano Xj y t e condotto alla di- 
stanza r da 0. 

Le coordinate cartesiane della poloide su questo piano sono evidentemente 
p e q. Dette ora p e ^ le sue coordinate polari, avremo : 

,86, f . = ,. + s . = ? _V=£_ 

dalla quale risulta : 

I. Il raggio vettore della poloide è una funzione periodica del tempo, col 

• „ 2uÌ ^ . , J 7 2* 

periodo — = che è reale ed eguale a -—= per e < 0. 

IL Poiché inizialmente , cioè per c 3 = cp il raggio vettore si annulla , ne 
segue che la poloide è una curva passante per V origine. 
Si ha inoltre : 

tty _ P+JQ _ a s + ib s 8 - ac ì + te»' 
P ~~ ÌQ ~~ a a - ^a 5 — ac a - icj 

da cui per la (35) ricaviamo : 

1 \lr 2 2 
(37) ^S+^-.log 

* l ikShvChVi-^Shv^hv-iikShv+^ShvjGhx-- i-Ch V -^Ch^i Sha? 

\Jc 2 2 

dalla quale per quello che s'è detto per & segue che l'argomento ty della poloide 
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si compone di una funzione lineare di t e di una funzione periodica di t stesso 

col periodo t-L- . 
V e 

Quando questo periodo è reale si ha che per due valori di t differenti fra 

loro di un periodo, mentre il raggio vettore non varia, l'angolo <J/ si accresce 

OL — T 

di 2tc — — - , e siccome questa quantità, in generale, non è commensurabile con 
\/c 

2fi, ne segue che in questo caso la poloide è una curva trascendente , come lo 

è pure nel caso di e > 0, per essere allora il periodo imaginario. 

D'altra parte restando ancora nel caso di e < e supponendo pure ac" < 1, 

dalla (36) si scorge che il raggio vettore assumendo inizialmente il valore 0, 

al crescere del tempo , cresce pur esso , e prendo il massimo valore quando 

2it 
c 3 = oc": decresce quindi e ritorna al valore per t = — — . Si ottiene così un 

V|c| 
ramo intero della curva. E poiché t continua a crescere, si vengono a ripetere 
le stesse fasi del movimento : onde ne segue che in queste ipotesi la poloide 
risulta costituita da infiniti rami chiusi, tutti eguali fra loro e simmetrici ri- 
spetto al più grande raggio vettore, ed uscenti dall'origine. 

Poiché inoltre , per tutti i valori del tempo eguali ad un multiplo impari 

di — t=l il raggio vettore risulta avere lo stesso valore p x , ne segue che questa 

V|c ( 
curva risulta tutta quanta compresa entro la circonferenza di raggio p r Ora 
se questo valore rappresenta un massimo od un minimo dell' espressione 

e, 2 - tt* 
(5 * ' -. gY infiniti rami della poloide risulteranno tangenti a quella 

circonferenza, ciò che avviene quando entrambe le radici x' e ai 1 sono positive 
e minori di 1. 

Infine , quando e > , la curva come abbiamo visto , esce ancora dall' ori- 
gine, ma se ne allontana sempre più in modo continuo, senza che il suo raggio 
vettore ripassi per uno stesso valore. 

9. Dette X , Y , Z le coordinate cartesiane ortogonali di un punto qualunque 
della erpoloide, per la definizione stessa di questa curva, esse saranno date da 

(38) X-pa l +5Ò l +rc 1 , Y=pa 1 4 3& 4 +rc 2 , Z=jxi s \ qb s 4 rc z 

Per Tintegrale dello aree dalla 3» si ricava Z=5-(a-r )c 3 , e dalle prime due 

X ±£ Yp = («! ± ia t ) + q(b 1 ± ib t ) + r ( Cl ± ic t ) 



Digitized by 



Google 



X 205 )( 
dalle quali, in virtù delle formolo trovate, ricaviamo : 



n.4 



*-- 1 §* 

^ + l §Vc -»V Ch ,+r 1Ch v- Hl „i .41 

22 [sh-'v+x)] [Ch-^-a;)] 

X j(A-BChx)(^^-Cha ; )-(c-^^Sha ; +r C(Chr-Ch aJ )(Chr 1 +Chx)} 



ì ì 



z * |Sh *(*+*)] [Cb-(tvi<r,| 

X j(A-BChx)(^^-Cb*) - °< Cto 8 +C ^ ) Sto+r.(Ph C - Ch»XCto 1+ Ote) } 

nelle quali s'è posto 

t itSht?Cht; 1 - f^ShwjCht; _ f* Shi? -f ^ Sh^ _ 1 

eh f^ a~É? ~~ ; "ch^Ch 1 ^ ' "VT 

2 2 À & 

Se fosse possibile eliminare w dalle precedenti equazioni si otterrebbe in coor 
dinate cartesiane l'equazione della proiezione dell'iperboloide sul piano xy. 
Dette ora p e yìe coordinate polari di questa curva proiezione si avrà: 

p* = X 1 + Y l = l 

4 Ch V — 1 Ch — * (Chv ~ Ghx ^ Ghv i + Chaj J 



— Ch - 
2 2 



E siccome la espressione fra le } j è un polinomio del 4° grado in Chx, il 
quadrato del raggio vettore dell'erpoloide risulterà della forma 

, r __ aCh 2 x j- bCh*x + cCh 2 x + dChx + e 

p (Chi^ + ChtfKChv-Cha?) 
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nella quale i coefficienti a, b, e, d, e si esprimono in funzione di » e v v di r, 
e di e. 

Quanto a x si trova facilmente 

( 40 ) X = X» + (** ^g — ; + d » t ■ 

Sh-(t>-o>) Ch-to + os) 



(A-BCl.j)( Cht, ~ Cht, '-Ch i B)+ r^Ohv-CbxHCbv^Cbaù+O^—^ Sbx 
(A-BCha;)(^^ 1 -Cha r )+r (Cht > -Chx)(Ch 0l +Cha ! )--C^?^Sh a ; 



+ - 2 log 



il cui secondo membro darà per / un a quantità necessariamente reale. 

Le formole (39) e (40) mostrano che tanto p 2 che x risultano funzioni pc- 

2ttì 2r 

riodiche di * col periodo -^z. Questo periodo è reale ed eguale a — - , quando 

V e VM 

è e < : in questo caso il punto generico M della curva proiezione sul piano 

xy , avrà le stesse coordinate polari p e x per tutti i valori del tempo diffe- 

2n 
renti fra loro per multipli interi di — — . Per tutti questi valori il punto M si 

V|c| 

troverà sulla medesima circonferenza. 

La curva projezione adunque si chiude dopo un tempo eguale a -n=r. D'altra 

l/|e| 
parte nel seguente § vedremo che la erpoloide è contenuta sopra una superficie di 
rotazione : onde essa stessa è una curva chiusa, poiché di questa superficie non 
fa parte il cilindro che la proietta. Dalla (39) segue ancora che il raggio vet- 
tore della proiezione della erpoloide non si annulla per nessun valore di t. Essa 
adunque risulterà compresa entro due circonferenze aventi il centro neir ori- 
gine delle coordinate, ed i cui raggi (entrambi non nulli) corrispondono ai va- 
lori massimo e minimo di p , ed alle quali può risultare tangente. Una od en- 
trambe queste due circonferenze possono non essere reali. Nel caso adunque di 
e < possiamo concludere il seguente 

Teorema. Nel movimento di un corpo rigido di rivoluzione, sospeso per un 
punto del suo asse di simmetria, e soggetto a forze il cui potenziale è inversa- 
mente proporzionale al quadrato della tangente dell'angolo che Vasse di simme- 
tria del corpo forma con uua retta fissa, passante per il punto fisso, la erpo- 
loide è una curva chiusa, e la sua proiezione sul piano xy è compresa fra due 
circonferenze concentriche, una delle quali o tutte e due possono risultare ima- 
ginarie. 
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10. Finirò col dare la interpretazione cinematica del movimento studiato. 
Dalle (38), che danno ancora le componenti della velocità istantanea di rotazione 
rispetto agli assi fissi, elevando a quadrato e sommando, ricaviamo 

X* + Y* + Z* = p* + q* + r* = p ) r-^L- + ? } + r *. 

•. 1 c 3 I 

E poiché c 3 = , si avrà ancora 

a — r 

(41) x* + Y« + Z*=p{-_-^--^-— + T j + r.. 

E poiché X , Y , Z sono le coordinate cartesiane ortogonali rispetto agli assi 
fìssi del polo istantaneo di rotazione, la precedente equazione rappresenterà una 
superficie di rotazione del quarto ordine, e perciò se ne conclude il seguente 

Teorema, ha rotazione di un corpo rigido di rivoluzione intórno ad un 
punto del suo asse di simmetria, soggetto a forze che ammettono una funzione 
potenziale inversamente proporzionale al quadrato della tangente dell'angolo che 
l'asse di simmetria del corpo fa con una retta fissa, passante per il punto fisso, 
$i può rappresentare mediante il rotolamento di un cono il cui asse coincide 
colVasse di simmetria del corpo (cono dell' er poi oide) su di una superficie di ro- 
tazione del quarto ordine, la cui equazione è la (41). 

Se a = r , l'ellissoide d'inerzia si riduce ad una sfera, e la superficie sud- 
detta diviene pure una sfera. 

Messina, Ottobre 1897. 
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EQUILIBRIO DELLE SUPERFICIE PIANE ELASTICHE ISOTROPE 



NOTA 



DEL 



Dott. ANTONINO VACCARO. 



Il Prof. S o m i g 1 i a n a , dopo avere modificato ed applicato il metodo ge- 
nerale del Betti {*) al caso particolare dell' equilibrio d'un corpo elastico 
isotropo indefinito limitato da un piano (*) e d'un corpo elastico sferico ( 3 ), ri- 
tornando sul problema generale ha trovato delle formule che danno le compo- 
nenti degli spostamenti corrispondenti ad una deformazione in funzione delle 
forze che agiscono sui punti del corpo elastico , delle tensioni al contorno e 
degli spostamenti pure al contorno ( 4 ). Egli poi generalizza le sue formule al 
caso d'un sistema di n equazioni alle derivate parziali della medesima forma di 
quelle dell'elasticità, che però non valgono più per n = 2, per il quale caso, 
come Egli stesso osserva, occorre una trattazione a parte. 

Il caso di n = 2 corrisponde evidentemente al problema dell' equilibrio di 
una superficie elastica isotropa, quando non avvengono spostamenti nella dire- 
zione normale alla superficie stessa. 



( f ) Teoria dell'elasticità. Betti. Nuovo Cimento Voi. VII, Vili, IX, X. 
(*) C e r r u t i : Ricerche intorno all'equilibrio ecc. Atti della R. Accademia dei 
Lincei, m. della classe di se. fis. e mat. serie 3 C T. XIII. 
Sulla deformaz. d'un corpo elastico ecc. Rendiconti della 
R. Acc. dei Lincei T. IV 1° sem. 
S o m i g 1 i a n a : Sopra V equilibrio d'un corpo elastico isotropo : Nuovo Ci- 
mento Voi. XVII, XVIII, XIX. 
( 3 ; Cerruci: Atti della R. Acc. dei Lincei 1885-86 serie IV Voi. IL 

S o m i g 1 i a n a : Annali della R. Scuola Nomi. Sup. di Pisa (1887). 
( 4 ) » Annali di Matematica pura ed applic. T. XVII Serie 2*. 
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Ora io mi propongo di trovare le formule analoghe a quelle del Somi- 
g 1 i a n a pel caso delle superficie piane elastiche isotrope, studiando particolar- 
mente gl'integrali di superficie e di curva che entrano in dette formule. 

In ultimo poi ho applicato le formule trovate relativamente agli spostamenti 
per risolvere il problema dell'equilibrio elastico d'una superficie piana indefinita 
limitata da una retta indefinita nel caso in cui sono date al limite le compo- 
nenti degli spostamenti, oppure una componente degii spostamenti e l'altra delle 
tensioni. Ho accennato il terzo ed ultimo caso in cui sono date le tensioni. 

§. L— -Le equazioni dell'equilibrio delle superficie piane elastiche si possono 
prendere sotto la nota forma 



0) 



(2) 



,' LA*u + (L + fc)^- = pX 

ae 

LA l v + (L + fc)-T = pY 
dy 



( X, = (K0 + 2L Y rl ) cos (nx) f L Y r2 cos {ny) 
Y, = (K0 + 2L Y2-t) c °s (ny) + L y 2 ., cos (noe) 



in cui : pX , pY sono le componenti delle forze (forze esterne) che agiscono nei 
punti della superfìcie elastica; n la normale ai contorno 8 della superfìcie ela- 
stica o ; X, , Y, le componenti delle tensioni nei punti di s ; 

du du dv dv 



Tri-flX; > Tri— or + 



"Y... = 7- 



dx ' M ' x dy ' dx ' l2X dy 

dove u e v sono le componenti della deformazione nelle direzioni x , y. Es- 
sendo il mezzo omogeneo, L e K sono le costanti d'isotropia. E poi 

du dv _3* <P_ 

"~dx*Ty e dco* + dy* ' 

Consideriamo ora le due funzioni: 

' , ™ Mg* 

W i 

dove r è la distanza del punto (ce , y) da un altro (x % , y { ) ed M una costante 
vol. xxxvi. *27 
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che determineremo. Si ha : 

au t Bv, Bìgr Bìgr b x \gr d*\gr 

1 Bx By Bx dx dx x By* 



= (1 fM) a 4-+Mxà»lgr 
ox 



e poiché si ha che AMgr = è : 



e 1 = (i +M )^ 



Osservando ancora che : 



si ha subito 






1 Bx* 



B t Wr 



A*v f = 2M 



3flc3y 



e quindi: 



BQ d 2 \zr B* lcr 



= {2LM + (L + K)(1 + M)}^£=0 



59 d*\er o*ìer 



= | 2LM + (L + K)(l + M) | £ig£ = 



dove si è posto : 

2LM + (L + K)(l + M) = 
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dalla quale 

L + K 



(4) M ■■= - 



3L + K 



sicché le funzioni u t , v t , dove M ha il valore (4), formano un sistema d' inte- 
grali delle (1) corrispondenti a forze esterne : pX f , pY, , nulle. 
Considerando le 2 funzioni : 

3 lgr dlgr 

ovviamente si ha: 

e, = , A* u t = , A« v t = 
e quindi 

cioè anche le funzioni u t , v tì formano un sistema .d'integrali delle (1) corri- 
spondenti a forze esterne nulle e poiché le (1) per pX = pY = sono lineari ed 
omogenee, le due funzioni : 

dWr /dv\ % 

u' = u K - M #, u % = lgr -f M (:c - x t ) ~- = lgr + M l — \ 

(5) 

d \g t dr dr 

v' = v f — M ce, v t = M(x - ac f ) -~- = M — — 

sono integrali delle (1) corrispondenti a forze esterne nulle. 

Calcoliamo le tensioni X/ , Y/ , corrispondenti agli spostamenti (5) me- 
diante le (2). 



Si ha : 



-B^-^"'*' 
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?,., ■-. ?«' = * * r - 2M * " * - 2H (a? "^ 

TV^f'iV^ = ^-2M^?-'^-^^M^--2M J ^ ty ^ 

?',., = **' = M X ' ^ - 2M <*-J^j<JZlS t 
01/ r 2 r* 

u poiché : 

in \ to' \ r 1 cn V £h r 4 a»/ 

» /c/r 3r \ g y-y, fa? x-x t dy frp-arj fy-y,) aa; fcr-3? t )(y-y t )* fy 
f-w Ux Sy/ r* dn r 1 'dn r* dn r 4 dn 

avremo : 



dx 

cn 



X>jK(l + M)^ + 2L(^^^ 2 ^l ( ^ ) -2M ( -^- , (« 
• ( dx \ ex r 2 r 4 ) . 

+ l {*'* r ♦ m » - lm y-«.wy-y»){gg = 

v 9// r 2 r* ) £n 

^.L(i + M)^r +2LM 5_( 9 j:y +1K(1 . hM)+2L _ L(1+M) ,£iii^ 

«w cn Veto/ l dx cn 

= L(l , M ) !£' + 2 LM .1 (* )' - 4 LM !£l *» 
(5?t tfn Uà?/ aas an 

Y^.L.| 9 ' R r hM ^-4M (M -^ ,t t ( - y -^|? + 

1 l P// r* r 4 ) 0» 

+ | K (l + M) ^ + 2L (M^ - 2U ( *^p^) ì «8 

.. ,, u _mì. ter »? _ »sr '*) + 2 LM i. (£ . ?- r ) - 4 LM ^ f* . 

\ il/ Oh ex dn/ cn \cx dy/ ix cn 
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§. II. Il teorema del Betti (). e.) al caso nostro si riduce alla forinola: 

(7) J SpX^y'do+f 2X/ti"ds=f ZpX t u'do+l ZX,"u'd8 

e ciò vale finché i due sistemi d'integrali : u' , v' \ u n , v' 1 sono finiti in tutti i 
punti di e e di *. In particolare se prendiamo per integrali delle equazioni (1), 
(2) , le funzioni u f 7 v' } del § prec. , che corrispondono a pac = py = 0, e due fun- 
zioni : u jV y sempre finite e continue corrispondenti alle forze esterne ox , py, 
ed alle X, , Y, , non potremo applicare la (7) perchè la u f diviene infinita in 
(ir, , y,) di o. 

Se però escludiamo tale punto di o con un piccolo cerchio di raggio R, 
col centro sullo stesso punto, i due sistemi integrali : u' , v f ; u , v 7 saranno nel 
rimanente campo o — io sempre finiti e continui e per conseguenza sarà ad essi 
applicabile la (7). 

Avremo , se a è la circonferenza di io : 

(8) [ (pX vi + pYti') da + [ (X 8 i*' + T, v') ds=i (X/ u + Y, ' v) ds 



posto : 



avremo in a: 



X — OS, = r cos , y — y t = r sen 8 



5— = cos , — = sen 

dx ' dy 

dlgr __ cosO d lgr__ senO 

Tx R ' dy """R" 

^/èry__ S/Sr fr\ 

^- = cos , ^ = sen 

on cu 

e per conseguenza : 



u' = lgR + Mcos 2 



v' = M cos sen 
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sicché : 

/eoa* fi sen* \ cos* 1 cos* 6 

X' f = L(l + M) (5^1 + ■-—-) + 4LM^-=L(1 4 M) | + 4LM — - 

„ /sene cosO cosO senO \ j r w cos6 sene JT _ , sene cosO 
T'. = L(l - *>(— -— ) + 4LM — — = 4LM — - . 

Ora osserviamo i seguenti integrali : 

(9) [ (pXu' + pY *')** = 

/2It ;R 

= / / R |pX(lgR + Mcos 5 0) + pYM cos6 senO j dOdr, 

(10) [ (XX + Y i v')da = / 11C |X i (RlgR f-MRcosM) 4- Y.MRcose sene | M 

[ (X> + ¥',*) da = lP \u(ì ^M + 4Mcos f e + v.4Msenecose} d6 

e posto 

u = (u - u ) + w , t> = (t> - v ) + v 

dove w , v , indicano rispettivamente i valori di u , t; , in (as f , y f ) si avrà an- 
cora : 

(11) f (X' g w + Y' f v) da = L P (u - w )(l + M + 4M cos* 6) M + 

(I1C flit [%K 

(v-v Q )4Msen^cosede + Lu j (l+M+4Mcos t 6)de+Li; J 4Msenecosede 

al limite poi R = 0, s'annullano gl'integrali (9) e (IO) e supposta la continuità 
delle funzioni u , v\ 

Km (u — u ) = lim (v - v ) = , 

R=0 R=0 

sicché s'annullano i due primi integrali nel 2<> membro della (11) coll'indefinito 
impiccolire di R, e poiché 

/ 2cos 2 ed0 = / ( 1 +X7 (sene cos 6) J de = 2^ 
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avremo 



f (1 + M -f 4M cos 1 ») d9 = (l + M + 2M) 2ic = - — : — ^ 4it 

I 4M senOcosO dO = 
sicché la (11) diviene : 

(12) limf (yL\u-Y\v)dOL = -— ^—L-te 

e la forinola del Betti (8) poiché si può scrivere : 

f IX><ta+J SpXtt'rfw-J lX 9 u'doL = j ZpXu'da+f ZX 9 u'd8- l ZX' 9 ud& 

il cai secondo membro» è indipendente dalla piccolezza di R, ci dà, per le (9), 
(10), (12), passando al limite per £1 = 0: 



(13) 



-o = -^i/ o £pXn'da + f r IX^d.-/ i XX>^ 



Considerando ora gl'integrali delle (1) corrispondenti a forme esterne nulle: 

vxoy 
^olgr + M^)' 

indicando con X f " , Y f ", le corrispondenti tensioni, avremo similmente : 

(14) „ t = -?L±ifj| Z 9 Xu»do + f ZX t u''d8-f IXJ'udsì 

che colla (13) dà le componenti degli spostamenti nei punti della superficie 
elastica in funzione delle forze esterne, delle tensioni al contorno e degli spo- 
stamenti pure al contorno. 

§. III. Studiamo gl'integrali estesi a o ed », che compariscono nelle (13) e 
(14), per trarne una conseguenza importantissima. 
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Poiché v 1 = u", i due sistemi di funzioni : 

(15) v! , u v \ v' , v» 

saranno integrali delle equazioni (1) corrispondenti a forze esterne nulle. Ora 
le funzioni : u' , v 1 , u 11 , v", sono simmetriche rispetto x e x x , y e y x , per cai 
i due sistemi (15) saranno ancora due sistemi integrali delle equazioni : 



(16) 



dove è : 



Ll J «t t + (L + K)g- = 



L A,' v + (L -t K) p- = 

8y, 



_ 3* 3* _ Su dv 

e per conseguenza saranno integrali detle (16) i sistemi : 

X, u' + Y, v> 

X, «" + ¥,»'' 
o ancora : 



( /. (X -»' 



+ Y, v' ) ds 

[ j (X,u" + Y,v")ds 

Ora se le (15) formano due sistemi integrali delle (16), saranno ancora integrali 
dello (16) i seguenti sistemi: 

8»' duT du> cuT dv' djS drf cV' 
fa ' fa ' 87 ' ~dy~ ' fa ' dx ' dy ' dy' 

e quindi ancora, posto: 

„ 8«" „ du" , dv" „ dv" cu" Bv' 

T ''' - "ta ' Y,i - 8y + dx ' ,rt ~ cy ' " ex + 8y 
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gli altri sistemi: 



y * V I' . y I y ti . y I y il . A' (W 

Tri > ii'i ) Tri > Tri > Tri » Tri j w > * • 
Dunque saranno integrali delle (16), le espressioni: 

X l ' = (K»' + 2L Tn ') + L Tn ' , X i "=(K0"+2Ly 1m ") + Ly ì . 1 " 
T; = (KV + 2 L Trt ') + L Tt V 5 Y/' = (KO" + 2 L Tt . t ") + L Yt . t " 
ed ancora, per conseguenza i due integrali : 



(?) 



! I (X/ « + Y,' v) da 
( I (K,"u + Y,"v)ds. 



Poiché le (13) e (14) soddisfano alle equazioni: 



(17) 



LV« + (L + K)^ a J,I, 



LA,*t» + (L + K)gl = p Y 



dove p X , Po Y , sono i valori di pX , pY , in (#, , y t ) , avremo, per quanto s' è 
dimostrato, che saranno integrali delle (15) , le due espressioni : 

«• + ^^ j /, (X, «' + Y, «») d$ -j^ (X, ' u + Y,' v) ds 

- iL + K) ( p(X«' + Yv')do 



(T) 



4itLK 



170 + l^EK^ I /. (X « "' + Y » v ° d * "/. (X «" " + Y »" V) * 

e concludiamo che : 

« Gl'integrali (13), (14), che danno le componenti della deformazione d'una 
superficie elastica isotropa , si compongono di 3 sistemi di spostamenti, di cui 
vol. xxxvi. 28 
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due, { (y.j , i'fj J corrispondono a forze esterne nulle, il terzo (7; corrisponde alle 
forze esterne date >, 

No H<ty\w Hubito il teorema : 

Il problema più generale dell'equilibrio delle superficie elastiche isotrope può 
ridursi ad un problema analogo, nel quale le forze esterne sono nulle. 

Iì/i dirnontraziono e del tutto simile al metodo tenuto dal Prof. Lauri- 
enl !«,> pel teorema relativo ai solidi (V 

HI potrebbero cobì estendere alle superficie elastiche isotrope altre delle pro- 
prietà relative al corpi solidi e per conseguenza estendere alle funzioni che 
rappresentano gl'integrali dell'equazioni del loro equilibrio, molti dei teoremi 
relativi alle funzioni potenziali, la cui teoria ne costituisce in certo modo un'e- 
HteiiHlono, come, ad esempio, il teorema di Green, quello di P i s s o n , ( 2 ) ecc. 

ft. IV. Anche qui come lo formolo di Green nel problema di D iridile t 
le forinole dei Homlgliana nel problema dell'equilibrio dei solidi elastici, 
In forinole (111) e '14), contengono più clementi di quello che effettivamente è 
ncecHMiuio allineilo gli spostamenti m ,v , siano completamente determinati. É 
facile, Infatti, dimostrare ripetendo i calcoli del Betti e del La uri ce Ila 
(1. e.) che : 

(ìli spostamenti dei punti della superficie 0. 

1.° sono completamente determinati 

2.° o determinati a meno d'una traslazione infinitesima nella direzione y di 
tutta la superficie 

3»° determinati a meno d'un movimento infinitesimo della superficie sa sé 
stessa 
hocoiuIo elio sono note rispettivamente 

L° o le forze esterne e le componenti degli spostamenti dei punti di s 

ìK° ìe force esterne, la componente degli spostamenti al contorno secondo 
X * quella delle tensioni al contorno secondo y 

$»* le forze esterne e le componenti delle tensioni al contorno s. 

Facciamo subito un'applicazione dei due primi casi per una superficie piana 
clastica indo Unita limitata da una retta. 

& utile notai» che lo ^13) [W dedotte per un campo e finito, valgono an- 
che per un campo indefinito» purché si faccia, l'ipotesi che le forze esterne agi- 
scano soltanto sopra una porzione finita della superficie e che gli spostamenti 



v n Àuv.aìì vk\U K. Sv\ Xcrui. Sur. Ui Pisa v 16*4\ 

v tx l>* M orci* a — >V„\r oV\:\::v «vv; :V Jr.Wi r*ì.'*r. / ;:* «r. dì si*ru:- — R. 1^:1- 
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divengano all'co , infinitesimi del 1<> ordine. Per la dimostrazione si vada senza 
altro a quella data dal S o m i g 1 i a n a (') nell'analoga questione pei solidi. 

§. V. Per retta indefinita * prenderemo Tasse delle y e per superficie ela- 
stica e la regione positiva delle x. 

Siamo al 1° caso del § prec. Bisognerà eliminare dalle (13) (14) le tensioni 
incognite X 8 , Y 8 . 

Consideriamo le 2 funzioni : 

6' .-.-lito. p. t 2M*,Ìto--2Mz,'*?pP, 
óx oy * cy dxcy 



in cui x K y % sono le coordinate del punto che si considera ed r { =yj(x^ asJM (y— y,)*. 
Esse sono regolari in tutto o e soddisfano, come si può verificare, all'equazioni 
indefinite dell'equilibrio corrispondenti a forze esterne nulle e nei punti di 8 
alle altre : 

u' + a f = 

(18; 

o' + b' ^ 0. 

Applicando la (7) ed indicando con A, , B, , le tensioni corrispondenti agli spo- # 
stamenti a' , b' ; 



(19) 



0=/ p(Xa' + Yb')doj-l X, a f + Y 8 b')d8-l (A/ u + B/ v) ds 



Similmente considerando le funzioni regolari: 

(705 cy cy cac tfy 

V = - lg r f - M f ^ V + 2M* a^a? ~ g / 
Vy ) dy x 



( f ) Formole per la rappresentazione d'un campo di forze . ,. Rendiconto del R. 
Ist. Lombardo Voi XXIII Ser. II fase. 20. 
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si ha su 8: 

(20) u" + a" = , i?" + b" = 
od inoltre : 

(21) ^ | o p (Xa' '+ Yò") da + ^ (X,a"+ Y s ò") rf« -^ (A, "u+B» <f* 
dove A a ",B 4 ", sono le tensioni corrispondenti agli spostamenti a" ,6". 

QT i TT 

Moltiplicando ie (19) (21) per — ----- e sommando rispettivamente ( 
(13) (14), avendo riguardo alle (18) (20), si ha: 



- 3L+K 
*° " 4* LK 



j / o [pX(u"+ a") \ pY(t>"+6",] da - f f [«(X/+A;0+tKY/*B/'J «fr- 



olle risolvono il problema. 

§. VI. Per gli altri due casi che rimangono a trattare è utile premettere 
l'ipotesi che pX = pY = 0, ciò che può farsi senza togliere nulla alla generalità 
• in forza del 2° teorema del § III. 

Siamo al 2° caso del §. IV. 

Si considerino gl'integrali regolari in tutto e delle equazioni dell'equilibrio 
corrispondenti a forze esterne nulle : 



■•=-'«'.- «(£)' 



ex cy 
le tensioni corrispondenti sono: 

a; = - m+» - ? -' - 2Lii 1 (&Y+ * ™ f ^ *? 



B ; .-. - L V 1 Ut (' tS^ ?"- ii^i Ì*ì -2LU * (P £')-«*'-! 
* \ cy in ex cn cn^cX oy e 



aigr, cy 



CX OH 



Digitized by 



Google 



)( 221 )( 
sicché su s , si ha : 

(22) a' + u' = , V + v' = 

(23) A,'+X,' = 2X,' , B,'+Y,= 0. 
Dalla (7) bì ha poi : 

= j (X,o' + Y,ò'; ds ~j (A.'w + B,' v) ds 

3L 4- K. 
Moltiplicando i due membri della precedente per - e sommando 

colla (13) , e tenuto riguardo delle (22) (23) , si ha : 

«» = - 3 èrl[f. 2vY ' rfs -/, 2X > d8 ]- 

Per la v è necessario calcolare prima y rf , ->( vt in (x % , y,). Poniamo : 

aigr ^ T a /ar v* ^ d tir dr v dlgr .. a /9r\* ., 3 (dr cr\ 

'#! Lyràx' cx^cycx'' *~ cx x dx^dy/ dy^dxcy/' 

„ a /ar a?*\ aigr # /ary 

tt " = M à^ ^ ji; • ** = ^7 + M 5F, V^) 

1 dx, ' * a», ' ' e» t dr t ' ' d Vì + dx t ' 

e consideriamo gl'integrali regolari dell'equazioni dell'equilibrio corrispondenti 
a forze esterne nulle : 

I "t-i'-^dy \ dx fy) 

\ cy cy\cy' 
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dlg'-, „ d /Sr.V „ 8 ,dr t dr,\ 

\ a -« = h + M h (»5f) + M ^ (a7 air) 

\ * * da? ex Vfy / c t y \&b oy / 

Le tensioni corrispondenti su * , sono : 

^ * ( fy' dxdyXcxdy' ox 1 \dy! ) 

e su * si ha : 

a t .,+« rt =0 , A/«>+X,<">=2X t <«> , a,. t +«,. t =0 , A,<«-»>+X.«-«=2X.<«-*J , 
(24) 

WtVr=2»n , B,«">+Y.<«-«=0 , 6 l ., + i; ) . 1 =2» 1 . t , B,<«-»>+Y,<'-')=0 
e pel teorema del Betti, forinola (7) : 

° = - £ lì i /. (x » a *-* + Y « b ^ ds - L (A «°' t) u + B ' (2 ' i) w) d * I 

(25) 

3L+K 



° 4irLK 



j ^ (X. a vt f Y, &,.,) d* - £ (A.«'-« « + B,<«*> t>) d*' ; 



inoltre indicando con Y t . t (0) , ?■•*'% i valori di f,., , f,., , in (a;, , y,) , si ha dal- 
le (13) (14) :' 

l» w - ~ 3 ^ j l (X, «r« + Y, v rt ) ds - \ t (X.<"> « 4 Y,<*-*> 0) da j 
T,.* (0 ' = - 3 ^- jj I /, (X, u,., + Y, „,.,) d* -^ (X,"-*) « + Y,<«-*> v) ds \ 
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che sommate colle (25) , ci danno , per le (24) : 



I 2 »,., Y,ds-f 2X,<«-*> m da J 



T,, « ~ 4icLK < 
ed il valore di v sarà : 

«.=/ [( W 0) -^f) rfJC « + W '^,] + K, 

dove Kj indica una costante arbitraria. 

Siamo al 3° caso del §. IV. 

Bisognerà cercare tre sistemi d'integrali delle equazioni dell' equilibrio cor- 
rispondenti a forze esterne nulle : 

a vl , 6 IM ; «,., , b vl ; a vl , o rs \ 

tali che se s'indicano con : 

A,<"> , B f <«-« ; " A.«-« , B.^) ; A,»-"> , B s ^ , 

le corrispondenti tensioni, su di « si abbia : 

A f <«•«> + X^-'J = , B s « f > + Y/'-t) = , A a <»-« + X^-*) = 

(*) 

A,<«-*) + X 8 <*- 2 > ^ , B/^ + ¥,(•■« = , B/'-a + ¥,<••«> =0 

« pel teorema del Betti, si avrebbe : 

= - ~~ [j\ (X, a,., + Y, &,.,) d* -£ (A,t»-« « + &/••> t> d* ] 

con altre due analoghe per gl'indici (1-2) e (2- 2). 
E" poiché dalle (13) (14) , si ha : 

Y,-, = ~^f [(X s «,. I + Y,t Vl )d8-f s (X,(«-)« I- Y,<«-«> v)ds] 
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colle analoghe per Yim (0) i Yri (0) ì avremo, facendo uso delle (a) : 

Y «- ,t0> = " 1ÌTI /. [ (X « (w «'' + a,I,) + Y « (V,M + b *' t) ] d * 

colle analoghe. 

Calcolate le Yn (0) ? 7i-2 (0) > 72-2 (0) > P er avere gli spostamenti bisogna pro- 
cedere nello stesso modo : 

Dalle forinole : 

si ha : 

1tva!!ì = a ^o ?jijV^ = 3 | mu , g'^o gT2»t (0) = jy»_ 

dy x dx ì dy i 7 dy x dy* dx i dy ì ' dx K ix ì dy % ' 

Risalta ovviamente : 

e finalmente indicando K f , H, , H, , delie costanti arbitrarie: 

«a = f [tim (0) dx % 4 P dy< ] + K, Vì + H, 
e analogamente : 

«o = / [ (Tri (0) - P)**i + Yr« (0) «»If. ] - K, », + H t 
per 

p -ii-i^ — toTt^- 

Questo risultato è, come si vede, in perfetta armonia con quello enunciato 
al caso 3° del §. IV. 

Girgenti, Gennaio 1898. 
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SULL'ANALISI INDETERMINATA LI PRIMO GRADO 



NOTA 



DEL 



Dott. F. GIUDICE. 



Il Betti, estendendo la legge con la quale nell'Algebra del Bcrtran d, 
sono espresse le soluzioni intere dell'equazione 

ax + by + cz = k , 

ha indicate delle formule per le soluzioni intere d'un'equazione lineare ad n in- 
cognite, della quale si conosca una soluzione particolare. Tali formule conten- 
ne -1) 
gono però — - — - interi arbitrarli, invece di contenerne soltanto n-1, come è 

strettamente necessario, la qual cosa rende laboriosa e complicata la ricerca 
delle radici intere positive e di quelle d'altro speciale carattere. 

Nella presente Nota dimostro le formule generali del Betti; e , pel caso 
n=3, dò una dimostrazione più semplice di quella che si trova nell'Algebra del 
Bertrand ( 4 ). Insegno poi un metodo comodo per esprimere le soluzioni in- 
tere dell'equazione ad n incognite con soltanto n-1 interi arbitrarli : con tal 
metodo si ha precisamente che , essendo considerate le incognite in un certo 
ordine, la prima di queste è data con un solo intero arbitrario e ciascun'altra, 
fino alla penultima, è data con un intero arbitrario nuovo, oltre di quelli figu- 
ranti nelle espressioni delle incognite precedenti ; ciò che permette di ricono- 
scere facilmente a quali restrizioni vengono assoggettati gli interi arbitrarii , 
mediante i quali sono date le soluzioni intere , quando queste , oltre ad essere 
intere, debbono avere qualche altra proprietà. 



O V. Gr. Bertrand, Algebra elementare ; traduzione di E, Betti; Firenze 
1862, pag. 285 e 293. 

VOL. XXXVI. 29 
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Formule di Betti. Se (a ì , a* , . . . , a n ) e una soluzione intera dell'equa- 
zione 

(1) a f x, 4 a t x t + . . . + a n x n = a 

dove a ì , a t , . . . , a n siano numeri interi primi fra loro ed a sia un numero 
intero qualsiasi, allora s'incominci a scrivere a K , v t , . . . , a n come primi ter- 
mini di x ì , x 1 , . . . , x n . Al primo termine a, di x, s'aggiungano i coefficienti 
a 2 , <ij , . . . , a rt delle successive incognite x t , # 8 , . . • , x n moltiplicati rispetti- 
vamente per degli interi arbitrarli t , S , . . . , 6 n ; i prodotti di questi pel coef- 
ficiente a, di ce, si tolgano dai primi termini a t , a 8 , . . . , a n delle successive 
incognite. Alla parte a 2 -a f 2 già scritta di cc t s'aggiungano i prodotti dei coef- 
ficienti a s ,..., a n delle successive incognite per nuovi interi arbitrarii ©/,..., 0,/ 
ed i prodotti di questi per il coefficiente a t di x t si tolgano dalle parti già 
scritte delle incognite successive. Continuando così giungesi ad 

/ »l = «I + a A + «3*3 + '" + «»-l°n-l + *«• 

a* =«2 -«A +««V + ••• + V/^n-l + «A f 
, #* = «3 -«••• "fltV + •■• + ««-!* Vi +«**"i. 

(2) 

Queste sono le formule date dal Betti senza dimostrazione. 

Si riconosce subito , mediante sostituzione diretta, di' esse non danno che 
soluzioni. Dimostreremo che danno tutto le soluzioni intere. Se g n ò un valore 
intero assegnabile ad x n , per tutte le soluzioni intere nelle quali x n ha il va- 
lore $ n deve essere 

«« «*« ~ ?») = «« («i - a,) + . . . f a„_, (ai n ., - «„_,)• 

Questa mostra che il massimo comun divisore di a, , . . . , a HmmJÌ , essendo primo 
con a n) deve dividere «„-£„. Per ciò ha soluzioni Intere l'equazione 

", K + «* *'» + • • • + «*-, K {n ~ l) = «n - Pi,- 

Se una di tali soluzioni sia (X , X 4 , X t , . . . , X w _ 2 ), allora tutte quelle soluzioni 
intere della (1) nelle quali .r n ha il valore (3 n , che è identicamente uguale ad 

a tt - n, X - a t X, ~ . . . — a„_, X„_ 2 , 
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sodo manifestamente le soluzioni intere del sistema 

; &n = «„ — rt t X - a, X § — . . . - a,,-* > ,»-« - a*-i l n -t 

(3) 

( a f ac, + a^ + ... + a n ^ i x n . ì = a - a n (a H — a^ - a 2 X f - ... - a n _,X n - 2 ) 

Una soluzione particolare della seconda di queste equazioni ò manifestamente 
data da 

#, = a, f a n X , x, = <x t + a„ >,,... , x n _, = a n . f + a n X n _ r 

Per ciò, se la legge espressa dalle formule del Betti vale per le equazioni 
indeterminate ad n — 1 incognite, allora tutte le soluzioni intere della seconda 
dello precedenti equazioni sono date da 

a\ = (a, + a n l) + a t 0, + . . . + «„_, n _, 



#»-! = («•.-! + «»* M -i> - «I •»-! "... - «n-t •n-l ( ' l " 8) 

dove le ; - ( ^ indicano interi arbitrarii. Queste e la prima delle (3), insieme, non 
sono che le (2) , dove si faccia 

o„ = x , *'u = *• i • • • » V 1} = U 

Tutte quelle soluzioni intere dell'equazione (1) nelle quali sc tt ha il valore f rt si 
ottengono dunque con le formule (2). Queste formule danno dunque tutte le so- 
luzioni intere, perchè $ n è uno qualunque dei valori, che ha x n nelle soluzioni 
intere della (1). Per giungere a questa conclusione s' è però supposto che la 
legge del Betti valesse per la seconda delle equazioni (3), che è adw-1 in- 
cognite: dimostreremo che questa legge vale per V equazione lineare a tre in- 
cognite, e resterà così provato che vale per l'equazione lineare ad n incognite, 
qualunque sìa l'intero n , purché non sia minore di 3. Da quanto sarà detto in 
seguito si rileverà però ancora che le formule del Betti danno infinite volte 
ogni soluzione intera. 

Equazione lineare a tre incognite. Sia 

(* , P , T) 
una soluzione, intera, particolare dell'equazione 
(1) ax \- by + cz ~ h 
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dove a 7 b , e siano numeri interi primi fra loro ed h sia un intero qualsiasi. Sia 
n il massimo cornuti divisore di a e ò e sia 

a = np b = nq 

per cui p e q saranno primi fra loro. Si ponga 

Ìx = a + qy + cty 
V^P-PV + cQ 
z = y — aty — &9 

Sia v un valore qualunque di », che, con valori convenienti di x ed y dia 
un'altra soluzione intera. Se una delle soluzioni intere nelle quali e ha il valore 
v è (X , pi , v) , allora è identicamente 

e (-( - v) = a(>. - a) + &(|x - /*). 

Il massimo comun divisore n di a e 6, dividendo il secondo membro, dovrà 
dividere anche il primo e precisamente dovrà dividere y — v, perchè n è primo 
con e. Per ciò l'equazione 

aif -h òO = y " v 

ha soluzioni intere ; una di queste sia data da 

cj/ = r = s 

Allora, essendo identicamente v=.y — ar — bs, le soluzioni intere della (1) 
nelle quali z ha il valore v saranno le soluzioni intere del sistema 

z = ")f - ar — bs 

ax + by = h — e (y — ar - &*). 

Una soluzione particolare della seconda di queste equazioni è data da 

x = a -f cr y = fi -t- e*. 

Per ciò tutte le soluzioni del sistema sono date da 

x = (a + cr) + ?<p y = + c«) - ptf 

z = y - ar — 6s 
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dove z è intero arbitrario. Quelle soluzioni intero dell'equazione (1) nelle quali 
z ha il valor v sono dunque date dalle formule (2) , dove si pongano i valori 
costanti r ed * per ty e e si attribuiscano tutti i possibili valori interi, posi- 
tivi e negativi, a <p. Le (2) danno dunque soltanto soluzioni della (1) e ne danno 
tutte le soluzioni intere, se a <p , ty e s'attribuiscono tutti i possibili sistemi di 
valori interi, positivi e negativi. 
Se si pone 

/ x = a -}- òw + c$ 

(3) ) V = fi - aia 4- ci 

z = y — a$ - !>'. 

si riconosce subito che queste non danno che soluzioni della (1), le quali solu- 
zioni sono manifestamente intere, se co e £ e £ sono numeri interi. Per far ve- 
dere che danno tutte le soluzioni intere, avendo già provato ciò per le (2), ba- 
sterà far vedere che, dopo d'aver attribuiti arbitrariamente dei valori interi a 
<? , <5> e 0, si possono attribuire ad w , § e { tali valori interi da aversi identica- 
mente : 

a + 6w + c5 = a + q? 4- c<|> 

(4) \ fi - aio + cj = fi — p<f + cO 

Y — a§ — &C = f — a<j* — M 

La terza di queste equazioni, avendo evidentemente la soluzione particolare 
5 = <J> , £ = 0, ha le soluzioni date da 

5 = <|r + qt t = - pt 

dove £ è intero arbitrario e p e q sono i quozienti delle divisioni di a e b pel 
loro massimo coraun divisore n. Resta da vedersi se si possa fissare t in modo 
che siano soddisfatte anche le primo due, le quali divengono : 

6w f c(<|> + qt) = g? -h c4 
— aio f e (0 — jpQ = — py + cO. 

Semplificandole, e dividendola prima per g e la seconda per — p, si trova che 
esse riduconsi all'unica equazione 

ma + et = <r. 
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Questa ammette soluzioni intere perchè n e e sono numeri primi fra loro. Si 
possono dunque fissare co, £ e £ in modo che le (4) siano soddisfatte; ciò è anzi 
possibile in infiniti modi perchè l'ultima equazione ammette una semplice infi- 
nità di soluzioni intere. 

Equazione lineare ad n incognite» Abbiamo visto come le formule del Betti 

diano con — —■ — ' interi arbitrarii le soluzioni intere d'un'equazione lineare ad 

n incognite con coefficienti interi : ora vedremo come le medesime soluzioni si 
possano esprimere con n — 1 interi arbitrarii. 
Consideriamo l'equazione 

(1) a, X, + b t x t \ b z se, + . . . -r b n x n = k 

dove i coefficienti a, , b t , . . . , b n delle incognite siano numeri primi fra loro e 
k sia un numero intero qualunque, e poniamo 

D (&« y &. + i » • • • y b n ) - s x s 2 . . . e,., , 2 < s < n , 

b t = s, c t . . . s^ f a 8 b n = e, e, . . . s n _, e n _,. 

L'equazione diviene così 

(1') a x Xt + s, a 2 ac t + s,^ a s a s + ... f e t c t ... e n _ t a,,.,^, +- 6,5, ... t n . % x lt = Ar. 

Le soluzioni di quest'equazione sono manifestamente date da quei sistemi di 
valori delle cc % , . . . , x n che, insieme a corrispondenti sistemi di valori delle 
variabili ausiliarie y, , y t , . . . , y w _ 2 danno soluzioni del sistema : 

I «| X t + £|2/ f = fc 

a,a? t + s a y 2 = y, 

(2) 

So «f è associato di a { (mod s t ) e precisamente è 1 -<**«< = £<&, allora è 
identicamente 

per cui tutte le soluzioni intere della c^ac,- + s f y i = y f _, sono date da 
A = «< Vi-t + s. ^ y f = fii y^ x - a< 6, 
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dove t - è intero arbitrario. Un modo comodo d'ottenere le soluzioni intere del 
sistema (2) è quindi quello, che si rileva dalle seguenti indicazioni : 



0,^=1 (mode,) 
a t *2=l(mods t ) 



(3) 



a «-t««-i= l (raod£ M _ t } 
«»-i* n -.,=l(mode n ..,)l 



(1-a.a,) :£,=,*, 



(1 «i,-ja w -i)*e«.!=/\-t 






yn-2-/ 5 «^tyn-8~ rt n-A-« 



' a?, = a, fc + e, 0, 



(-t; 



2C„ 



««-I^H-l + S ,.-l »-l 



Le soluzioni intere dell'equazione (1) sono così date, con n — 1 interi arbitrarli, 
dalle (4) dove a, , . . . , a tt _, , £„_, , y, , . . . , y n _ t hanno valori dati dalle (3). Per 
il teorema di P e r m a t generalizzato si potrebbe fare 



^w- 1 



a { = a 



p^d-a^Ve.-- 



Cosi , p. es. , per l'equazione 

3x + 6y 4- 16 z - 80 w + 360 v = 11 



si ha 



s, = 5 



e 4 = 9 



e f = 2 s, = 4 

a, = 3 a, = 3 a 3 = 2 a t = - 2 
a, — 1 a, = 3 a, = 3 a 4 = 4 

P. = — 1 Pt = "2 P, = -l ?* = ! 

y, = - 11 - 30, y, = 22 + 60, - S0 t y, = - 22 - 60, + 30 t - 20, 
x = 11 + 20, y = - 33 - 90, + 46, z = 66 + 18 0, - 96, 4--50, 
u - - 88 - 240, 4 120, - 80, + 90 4 v = - 22 - 60, + 30, - 20, + 20 4 . 
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Ponendo -5 + « 1 ,-8 + © 1 e-l + 3 r in luogo di 0, ,0, e 6, per porre in 
evidenza una più semplice^soluzionefparticolare^s'ottiene : 

x = 1 -f 20, y = - 99, + 40 t a = - 2 + 180, - 90 2 + 50 3 

ti = 4 - 240, + 120 2 - 80 3 + 90 4 v = 1 - 60, + 30 2 - 20, + 20 4 . 

Si rileva immediatamente, e può giovare il ricordarlo, che : 
Se le soluzioni intere della 

a, x t 4 a t se, + . . . + a n x n = a 
sono date da 

l ** = «. + «.\i «i ^ «< f i °2 + - + «*,<•< (i = 1 , 2 , ... , n - 1) 

f *n = «•• + e n t l 6 1 + e n,t °2 + - + * n% n -i ^*-i 

allora (e, , e 2 , ... , e n ) è una soluzione particolare arbitraria dell'equazione propo- 
sta ; e le soluzioni intere della 

Oi «, + ... + «„a5 n = 
sono date da 

J x M = « t+M { + ... + e MtM <+ik (fc = 0,l,...,n-ì-l) 
'<»»=*« • °i + - + e /»,#»-l *»-i- 

Genova, Febbraio 1898. 
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QUELQUES KOTIOHS SUR LA SÈRIE HYPERGÉOMETRIQUE 

DE GAUSS (') 

PER 

I. H. G R A F. 

Prof, ordinario nel'.' Università di Berna. 



§ i. 

U équation différentielle de la sèrie hypergéometrique 

F(«,p,H) = F(4 

Supposons d'après Gauss 

K«,^)_J(x)-^ «! T ( T +15 (T+n-1) X '* <1 (1) 

alors nous avons les formules suivantes 

( X dx + V X " = (a "* n ì X " ' 

(*^ + «)F(*) = aF(a+l,8 f T,a) <*) 



( l j II chiaro Autore, Dell'inviarci il presente articolo, ci ha fatto sapere che la 
sua trattazione è ispirata ai metodi del compianto prof. Luigi Scklaefli e che i 
nuovi risultati , che in esso si ottengono , debbono considerarsi come proprietà in- 
tellettuale di questo suo antico maestro. 

Nota della Direzione. 
vol. zzivi. 80 
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(*^ + g)r(*) = PF(«,p + l I T,*) (3) 



^F(x) = ^F(a + l,p + l, T + l,x) (4) 



(5) 



(s^ + T-l)F(*) = ( Y -l)F(a,p, T -l,*) ) 

S \ \ 

( ^ 9^ + Y ) F(3C) = T F(a + 1 , p + 1 ; T , a:) ] 

d'après (2) et (3) 

(*4 + a )(*lé + P({B > =r " ?P( * +1 ' p + l » T ' flW (6) 

d'après (4) et (5) 
d'après (6) et (7) 

(•i«)(-s*«M'£*') ! S i - <°> 

F(a?) = y 
finalement 

a?(a5»l)§+[(a + P + l)a?-Y]^ + ^y-0. (9) 

Coinme (9) est une équation différentiellc du deuxième ordre l' integrai com- 
plète doit avoir la forme 

y = ay + bz. 

Mettons 

G(x) = a? l ~? F(<* - y + 1 , p - y 4- 1 , 2 - 7 , x) , z = ac 1 -? w , 
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al ora il.suit d'après (9) 



"| du 



d*u r 1 du 



la seconde intégrale particulière est donc 

et T integrai complète a la forme 

Y = a y (o , p , T , x) + te 1 ^ P(« - y + 1 i P - T + 1 » * - T > *) 

Y = a F(x) + 6G(oj). 



(IO) 



§2. 
Déduction directe des intégrales particulières de Véquation différentielle. 

Nous supposons Texpression y = 2A m ae m comme solution de Féquation 
d'après (8) nous pouvons écrire pour (11) 

(*4 + -)(-'5 + 0«'-(»è + if)£ !so - 



Comme 



et 






on remarque que Téquation est divisée en deux parties, rune ne change pas 
d'exposant des termes, l'antre le diminue d'une unite, par conséquent pour 
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avoir des termes du niéme degré il faut excercer Y expression £) sur le terme 

A ~»»>+l 

/ f) \ fl 

~ \ X te * V dX Aw+1 a?W+l = " (WI + X) (Wl + ^ ^ XW T) 



et la combinaison de a) et de y) donne 

J| [ (m + a) (w 4- fo À, n - (m + 1) (m + T , A m+1 ] x m = , (12) 

et ensuite on a 

A m+l (w + a) (w + p) 



A m (w + 1) (m -h t) 
Supposons A = 1 , 
A l _a*ft * 

A, = (a+l)(g + l) 

A i 2.(t+1) \ _^ a ( «-n)...(a.t.n-l) p(g+l)...(P +n-l) 

i' n ~ «!f(Y+l?...(T+«-l 

A„ (a + «-l)«g + n-l) j 



(13) 



A »-j «-(Y + n-1) 



/ 



Substituona en y = 2 A„ x n nous avena la première intégrale 



n«o n!v (T+ i)...( T+n -i) 

Mettons en (13) to = — y> a ^ ors de 

(m + a) (m + g) A. T = (m + 1) (m -f Y) A -f+i 
snit 

A.- -■ , 
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de méme 

A_ Y _, =0, 
A_ T _2 = , 



La sèrie commence donc par A_ T+1 = 1. 
Posons en (13) m = n — ^ 



A». M = (g- T + »)ff-T + ») 



w = l, 



n=2, 



•"■n-7 




nti» - "j + 1) 


A,., 


(«- 


-Y + IXP-T + D 


1 




l-(2-T) 


•^S-K 


te- 


-T+2)(p-T + 2) 


Aj_^ 




2(3-7) 



, A ^^ n(»-7+l 

et par multiplication 



. _ (g-Tf+D(tt-Y+2) •-.■ (a-Y+w)(p-Tf+l)(g-T+2 .-. (g-Tfn) 

n+l " 1 n!(2-Y)(3-f)....(l-Y+») 



sabstitaé en y = £ A n+1 _.j x M+1-1f { il suit la seconde intégrale 



„ = V («-r+l)(«-T+2) .... («-7+n)(S- T +l)(P- T +2) .... (g-gHQ „ 

* £ n!(2- T )(3- T ....(l- T +n) 

= a? l_ TfF(a-YH 1 , 0-Y+ 1 » *~T > *) = G(r) (15) 

y-a— t— il aussi des séries avec des puissances diminuantes ? 
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Nona prenons (13) sous la forme salvante: 

A m (m + 1) (w + y) 



A„ +1 (.m + a) (« + p) 
et nous mettons wi = — a - n 



A 



.»_„ (- a + 1 - n) (-y - a 4 «) _ (a - 1 + w) (a + n - -y) 



A -«-»+i -n-(-a-n + P) W(a-P4-*»; 

„ _ i A -a-i _ «(«-t + i) 

' A_ a "-l.(a-p+l)' 

n = 2 A. a _ t _ ( g + l)(a-Y + 2) 

A_ tt _ t ~ 2-(a-p + 2> ' 



„ = » A -a^> _ (a-l4-»)(«-T + «) 



A_ a _„ + , n(a-0 + ») 

et par multiplication et en considerali t A_ a = 1 , 

_ a(a 4-1 ) (« + «-!)(«- T 4- 1) (« -T + n) 

" a-n n ! (a - p 4- 1) (a - 4- n) 

et après avoir substitné cette valeur en 

y= £ A_^ rt «-*— , 

on recoit comme deux nouvelles intégrales 

y = (^-)" F («,«-Tf + l,«-P + l, ^) (16) 

et de méme 

^(Ì) P f(p.P-t + i,P-«+i,Ì) d7) 
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Les intégrales (14) et (15) suffisent pour la solution de l'équation, par consé- 
quent (16) et (17) doivent ètre des fonctions linéaires homogènes de (14) et (15). 



§ 3. 
Rèlations entre F(x) et F(l -a:) et F((2a- 1> 2 ). 
Substituons dans V équation (10) 1 — x au lieu de #, nous recevons 

(-l) f (l- -x){-x) |^ -f (-1) [(a+p+l-T) - (*+P+l) x] °£ + a $y = 



^ ( ^ i) S + [ (a+p+i)a ~ (a ^ p+i " T) ]^ +a ^ :=a (i8j 



Pour changer (18) en (10; il faut mettre 

a-f-p-Y+l=7 



a+P+1 
^—2—' 



par conséquent on note les deux séries suivantes : 

d'après F (x) y - F (a , % , ?±|±i f x ) (19) 

d'apres 0(«) y = x^(^ , t"! , *-^± , x) (20) 

Pour la transformation oc en 1 — x la fonction $ = (2x — 1)* reste intacte; 
c'est une indication d'introduire comme variable indépendante dans (18) la va- 
leur t =. (2a? - l) 2 
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a /» a a* a / a \ _ a» a 
a» ~ 4 * "a ; ^"to \te> ~ 16< a7* +8 a« ; 



4a;(a:-l) = *-l ; (« + g + l)a;- g + ^ +l = a + | + 1 V< ; 



on refoit 



ce qui se transforme en 

««-'>2*[(S*i+0'-s]£'?-i-'"- < 2 " 

(21) a la mème forme comme (10). Les intégrales sont: 

y = ^(M. 2 -.0 .«<* < 22 > 

^F^,^- 1 ,?,,) ,«<,, (23) 



c'est-à-dire (19) et (20) peuvent ètre exprimé par (22) et (23) d'une manière li- 
néaire et homogène et vice-versa. 

On peut réunir (22) et (23) dans une seule expression. Cherchons la somme 
suivante : 



,( *P'S^-Ì'^)*--M 



a+1 8+1 



/1\ \2 ' 2 2 ' v / /3\ 

w r ( 2 -) 

F( a 2 +1 ,^,|,(2a : -l)*).(2x-l) = 



Digitized by 



Google 



)( 241 )( 






, ¥ . y (g^-Qr^. ( g„ ,) 

1 -gh (-D 






*=» * 2 ' i 2 



'"° P -2- P (i +1 ) 



mais Mò) r ( w + 1 ) = 2 * r "^ ,r (£+ 1 ) P ar conséquent 






r — »r - — 

J_ y _£ f_ (4sb - 2) n = f (*) (24) 

_/i\ L r(»+i) 
r { - i ««o 



'(i) 



D'après l'intégrale Eulérienne première espèce première forme ( l ) on à 

r(a)ix*)_/' t 



(*) Voir I. H. Graf, Einleitung in die Theorie der Gammafunktion etc. S. 
7. 9. 12. 

YOL. XXXVI 81 
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r « + » p g + n /•» 



2 2 I °-±2.-t i^_i 

* * (1 - t) * <«, a et ? positif , 



'(¥♦•) 



et 



. ( « f ? + .). P ^. ( _ ir (-*f 1 ) i 



tout substitué en (24) , 






r « + /* 






2) n dt 



,* + /» r 1 a - /3 n n a + /S 

— - I t o-tf £ « (i-<) 2 -( * )<2-4*y.<«. 

Vie ~ V - ' 



Mais 

a + /J 



2( 2 ) (2 - te)* ( V* (1 - <>)" - [l + (2 - 4») VTO^T)] " 2 , 



*+ fi r «. /s , a+/s 



r^- / ^-i £-1 



f K x) = _^_ / « 2 (i _ <) 2 fi + (2 - 4»W*U - *;1 2 dt. (25) 
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On peut faire disparaitre la racine dans l'expression \/$(l — t). Nons posons 



— -(— V • l ' 1 - ì 1 — V 1 _ (l-tt) 8 H 



l-l _ (l-u\* m 1 _(l-tt)*+u 8 __N 



où 



w 2 J t u 

N Vi - 1 l - u 



i — v /: — ; itt. — 7x u , v w (l— t*) w(l - 

1 - u 1 — u ' 1 -- u N N 



ti (1 — u) 2 w(l — ti) 



de 2du 



e(i-0 «(!-«) 



, -*-* -^ 



*U-*j f [i+(2-to) V*(l-*)1 * *« 1 -^ 



u* (i~w) p L ,, . x tf(l-tt)l a + 2dw 



[ >+w -«^i- 



a f L v N J 2 u(l - u) 

N 2 N 2 " 



u a (i -t^)P ,_. r i « 2dw 

_. v__i .va ^ _ 2 „ (1 . u) , (2 . te) w(1 _ M) j . __ 



SLti 

= t* a (1 - w) p ( 1 - 4xu (1 - u) ) — 

\ / w(l - U) 

et finalement par (25) 

/•(a:) = 2 — / w a - l (l-«/- , (l-4a:M(l-M)) * •<*«• (26) 
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Au (l — u) - 1 — (2u - l) 2 est toujours positif pendant l'integration et jamais plus 
grand que 1 ; pour la convergence il est seulement necessaire x < 1 ; cette con- 
dition est remplie, parce que x se trouve dans une cercle du rayon 1 j t , centre %. 

-2Li£ 
li est dono permis de développer 1 1 — ±x u{\ - u) I dans une sèrie : 

-2+i «_ /-^\ 

fl-4OTt(l-«)] =J] (-1)"( Ì2 !n «"(l-n) n x". 

Le terme general de cette somme se transforme en 

(- 1 r — f— - — 2*» «- (i - «)» -x" 

1-2 3 ..:... n 



(*¥+>) (¥♦- 0. 



r («_+£).« + /* f« + /» 

2 2 l_f L_f ^2»"«' , (l -«)**-o; n 

a + tf 

r-ji-P(H + i) 



'('-^♦•) 

= • 2»» u n (1 - u) n -cC; 

a + 6 

r-pr<n + i) 

substitué en (26) on regoit 



J + ^/a + l», \ 

«mo r — — -ri— -£ + n ) 
r(ì)6 p«t/.rc + i, ' 

r(2±£ + »)r(» + «)r (»» + /») 

= V »**■" **• 

""° r(^)r(2n + a + /s)r(» + i) 



r Q) A 2» + a + fi = 2-+-P- r (« + i±£) r (» + *-±|— ) , 
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substitué en f(sc) , on a 



m à r(M + 1)r («_±^±l + ll ) 



Coni ine 



aV a + 1 



r(ì)H*>= 2 ~r<!K-J 

inultiplié on a 

f(a?)= ^ttti — n«./».—r-' a y- (28) 



itr 



2 



Nous avons donc transformé dans une seule expression la somme des deux 
séries et nous pouvons noter 

f(x) = M + N. (29) 

Mais comme f = (2ac — l) 2 reste invariable si l'on substitué 1 — x pour x et 
N contient le multiplicateur 2jc - 1 et 2a> — 1 change le signe, on a 

/-(l - x) = M - N , V30) 
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* = l[m + ro-a!)] ì m 

N = |[/-(a5) -fll-x)]. (32) 

Si l'on désigne (19) par £ ( x) ; (20) par «(*), on a d'après (31) 

\9/ "^ « 



r V2 



,,«+1 8 + 1 



\2/ 2 



^2 
et d'après (32) on a 



(to „ F (- fii,!,^,) i ^'I| (<(x) . < , (1 . x) , (34) 

Substituons en (19) et (20) /S = 1 - a , on re§oit 
i(x) = F(a , 1 - a , l , X ) = •>£) 
et (33) et (34) se changent en 

ri±Vi ?ì 
„/« l-a 1 m t A i 2 V 2/ 

*V2 ' ~2~ ' 2 ' ( '" ; j = 2 7Ì\ |F(«,l-a,1^5) + F(«,l-a,l,l-x;J (35) 

(2»-l..F(^,l-|,|,(2as-l)») = i - 2 7 --lF(a,l- a ,l^)-F(a,l-a,l,l-x)] (36) 

K2-) 



Digitized by 



Google 



I 



X 247 )( 



§. 4. 



Relation» entre la sèrie hypergèometrique et la fonction tphérique X„ 

» 
et la fonction Bestelienne J (a?). 

On peut transformer les coefficiente de (35) et (36) somme suit : 
1 « 1+l5t «/', n\ „ 1+a „A\„ 1+a 

i p 1- p ( 1 -f) i " r — i r (§) r "r 



a) , *?"G>r i *f"(f) 

«'© l'dMS) 



a «l-a 

2 2 1 

V 4 



r U) r U) r — 8in(Ux) 2 cos Y r -F 

alors (35) et (36) se transforment en 

(37) 

= T 2 - ' l F (« , 1 -« , 1 , *) + F(« , 1 - « , 1 f 1 -*)] 

* aie _ a 

8in ¥ r -2 

(to _!),(!+«, 1-|,|, («.-!)•) 

(3.8) 



4 aie 1 4- a 

cos — r — — 

2 2 



[F(a , 1 - a , 1 , a) - F (a , l - a , 1 , 1 - »)]. 
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e 

En (37) on peut mettre a = 2 m + 1 , où m pos. entier , x = sin* — , et comme 

i n (m + |-)r(mH .i-) ^ t (t)-?'T-( m -ì) _(-*/ t \ 

alors (37) se change en 

(~« ') F ( m + §'~ m » §. cosi, *) = §[ F ( 2m+l '- 2m ' l ' 8in, §) +F ( 2w ^^- 2 ^ i ' sin 4)] 

(39) 

L 

En (38) on met a = 2m + 2, où m pos. entier, x - sin 2 — , on re^oit d'abord 

C08(»» + l)K.r^OT + y^ 

X [f (2ro + 2 , - (8m + 1) , 1 , sin» -y) - F f 2ro + 2 , - (2»n + 1) , l , cos* -^-)] 



et comme 



2cos(m-H)icr(m+ s / 1 ) = \2/ 2* 2"' \ m+ 2 > __ 8/ »' 2 "' \ * 2/ 

r(4)r (m + 1 , =< - ,,T P (i)-. 



on a 



( '* ) cosO-F fm + A , - n } cos*6 ) 

= y [ F (2m i 2, - (2m+l), 1, sin 2 — ) + F ^2m+2 t - (2wi+l), 1, cos 2 —)] 



(40) 
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(39) et (40) présentent en regard du membre gauche une relation intéressante. 
Le terme generar du membre gauche de (39) est égal à 

»/,-»/, ... (m - l)(m+ l) ... (2m-X-ì)-m.(-m+l)...(-X-l) 
(-1)"* ^ ^ *' V * J , rr (oortr-* 



m 



! l.2.3...(m-X).l.| (m-X-1) 



%.y 2 ...(m--)(m+-)...(2m-l--).Tn(m-l)...(.X+l) 
= (-D 2,n - X 2/ ^ \ / pr (co.l)~* 

x __ ***~* ( 4m - 2X ) ! Ax*m-2i 

-(-!) ^^U:(2m-X)!(2m-2X)! (C08 ^ 

(-- l) x /2m\/4m _ 2X\ , .,„ ,, 

_ (-_1)V /2m\ /4m - 2A x 

~ 2*'" \ * / V 2m / 



mais 



(2ro) ! W X ~ \ 2m / X 

par conséquent le terme general du membre gauche de (39) est égal à 

2 SM (2to>! \ >. J\dx/ 
et donc 



1 /a \ 2m 



2^(2m)!\^/ 



("X- + i, -.i.«,) -^-(«f , )'"=X,.(X, <«, 
vol. xxxvi. 82 
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Le terme general da membro gauehe de (40) est de mème 

V,-%-(w*+|)(»»+%)...(2m-).+i)(-m)(-m+l)...(-X-l) 
(-l) m — (cose)»-**» 



m 



(*-»)«•/,•% (~-*+|-) 



Vi'Vgt.. (*»+!)(!»+%) (2m-X+ì).m! (2m-N+l)! 

= (-ì)» _ J (cose) s "-* 1+i 

m! >! (m-l)\ %•*/« (m-M^)(2m-)+l)! 

V ' 2*"- rt +* X! (2m - 2> + 1) ! (2m - ) + 1) ! ( ' 

/-«w»(« + ^f,^).^^ M (^p* 1-lW . w , 



Si Fon substitue en (41) et en (42) pour 2tn et 2m+l la valeur n, alors le6 
expresBions seront égales et il suit 



nlW V 2 / ""Zi 2 - X ! (n-X) ! (n-2X) ! * *-^W- *»<«>■•>» (43) 

c'est-à-dire, c'eet la fonction sphérique de l'ordre n, qui dépend seulement de la 
distance polaire 6 et avec laquelle on peut répresenter les 2n autree fonctions 
sphériques qui dépenderit encore de l'azimoutbe. Si Fon met en (43) n0 = £ et 
en mème temps » = oo , nous reeevons 



*- lTTr =J(a,, ' 



la fonction Besselienné de l'ordre 0. 
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Par une differentiation consecutive on regoil les ordres suivants 



1 <*•!:<■-*>' t$hr. 



ce qui prouv^ que la fonction Besselienne de Vordre jpeut ètre considérée cora- 
me une fonction sphérique de Vordre co. 

§5- 

Relation entre VéquaUon différentielle de la sèrie hypergéometrique 
et une èquation différentielle de I. e et de III.* ordre. 

Si l'on met 

J_ dy dìogy 
y dx dx y 

}_ <Py _ d*\ogy ( dlogy \* £ d*y _du a 

y cto* dx 2 \ dx / ' y dx*~~ dx 

et on substitue en (10) 

on rejoit 

®{r, - 1) (^ + w») + [(a + p + 1) »--f] w + a? = (44) 

L'intégrale complète de cette èquation se donne comme suit: 
y = aF(a?) + 6G(a?), 

^ = aP 1 («) + 6G 1 (x), 

-Jl <fy „ a^ iW + & G ì (a) _ F^as) + e G^x ) _b_ 

U " y dx ~ "oF(x) 4. b G(x) "" F(x) + e G(x) ' C ~ d ' 

La solution n'a qu'une constante arbitraire e. 
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Par division (44) se change en 



du 9 (a f/3 +l)ar-7 ap 



— + tt 8 + L 7 — u + - 7 -=-— =0 , s = ? - a - /* 

cte ac(a5-l) #(x-l) * ' 

— + u* + ( -*- + ) u + , r , = 0. (45) 

dx \x ac-1/ acac-1) 



D'après (10) nous avons pour les valeurs y et z 

« (» - * ) ^2 + K« + ? + ! ) « - T 1 ^ + ^ « = » • 

Multiplions la première équation par — z , la seconde par y et additionnons, 
nous'recevons 

— »[»S-£M<«*'+»-Ti(,£-.4)-., 

^<ta? 2 cta 2 ~ da? \das~ dx/dx 7 

d\ 
x(a>- 1) — -f [(<* + ,* + l)ac-yA=0 , e = Y-a-p 



A rf.B La; as - 1 J 



( ! ) Voir Knmmer, Journal de Creile t. 15, p. GÌ, 62 etc. 
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Il reste à évalaer la constante arbitraire C , ce qui se fait par un cas 
special , 



F(x) = F<« , 2 , T , x) = 1 + ^- x + 



1 •( J— Y) 



P(x) • F^as) 
G(ac) • G,te) 



1 + - f i + 



x 



l-(2-T) ' 



T 



(l- T )aB-ì + . 



= (l-T)^ 7 + 



C = 1 - y » P ar coneéquent 



» dz dy 

dx da? 



F(x) • F^x) 
G(x) • G^x) 



^l-tfar^x-l) 6 - 1 , 



(46) 



Noas mettons ensuite 



y ~ P ' dx~y* \dx Z dx/"y 2ì 



Log ~| = Log A - 2 Logy , 



5-U = 5( Lo «tt-T)-TLV« + («-l)Lo»(»-^) "2y g, 



dx 



V = - -^- - ?— J - 2w = - X - 2w , 
X X — 1 



2t* = V + X. 
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Par division (44) se change en 



du ^^(a^^+D^-T,,, , <*/ 3 



dx x(x-l) x(x-l) . ' * ' 

j- + u» f ( - 1 - + ) u + , ^ - = 0. (45) 

dx \x x-1/ xx-1) 



D'après (10) nous avons pour les valeurs y et z 

00(00 ~ 1} S + [( * + * + 1)x " Tl Se + a ? y = ° 

d 2 « d£ 

^(a-l)^2+ l(a + /3 + l)o?- T ]— + a/3 2 = 9. 

Multiplions la première éqaation par — z , la seconde par y et additionnons, 
nous'recevons 

— »[»S-£I + i<. + , + »>.-ti(.£-.*)-, 

d*s d 2 y d /ds dy\ dA 
dx t dx 2 dx\dx dx/ dx 7 

. di 
x(x- 1) — + [(<* + /* + l)x-yA=0 , s=Y-a-p 



di r y i-si. „ 
— + — + — 7 u = , 

dx L x a? — 1 J 

1 di r Y 1 - e 1 
A d.c La; x - 1 J 

A^CaT^-l) 6 * 1 O 



(*) Voir Kummer, Journal de Creile t. 15, p. 61, 62 etc. 
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Il reste à évalaer la constante arbitraire C , ce qui se fait par un cas 
special , 



F(a>) = F(a , % , ? , x) = 1 + £- x + 



G(x)=xt-<F(a-i+l , p- T +l , 2-y , x) = a? t + <JM[+^T+L> ^-7 + 

1 • (/~ ?) 






1 + -*-# + ... .^£. 



gl , ì + (a -ni)(HH) ^ |||<(H)x , 7+| 



l.(2- T ) 

• 
:(1-T)»^+-- 



C = 1 - y > P ar conséqnent 



A = y « -^ = 

<fcc da? 



F(ac) • F^a?) 
G(a?) • G^x-) 



= (l-T)^ 7 (a-l) e- ^ (46) 



Nous mettons ensuite 



y * ' dx~y*\dx Z dx/~y" 



Log ~| = Log A - 2 Logy , 



1 d*p d / \ 1 

dx 






V=--i-- 



v 1-6 

J - 2u = - X - 2u , 

X X — 1 



- 2u = V + X. 
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Nona mnltiplions (45) par — 2u et la donnona sona la forme salvante 

2 ^ ( _2»)-(-2«)* + 2X(-2«)-^ lj = 1 

8 £-V. + 2 « +X .-**- = 0, (47) 

dx dx x(x - 1) ' 

ce qni est nne équation différentielle de III© ordre. L'intégrale est 

_ a 1 F(x)^b 1 G(x) 

P ~ aF(x) + ìrQ(x) ' 

et contient 3 constantes arbitraires. 

§6. 

Quelques exemples d'èquatton» différentielles du II* ordre, dont la résolutìon 
se fait par dee séries hypergéometriques. 

I ccHx-i)^ t + x{aa;+b)^ i! + (cx + f)y = o, («) 

•[*a*-ì+*H*S + *2+/>]-o. 

[ a?, é +6a! ^ + ^]y=[ aj è( aj ^)- a? < é- 6fl? l5-^]^ a? é =D ' 

= [D*-(b + l)D-f]y. 
Si l'on sappose m + n = b + 1 , mn - — f, on aura 

[ a}t à% + bx dx +f ] y=(D ' mnD - n) y- a > 



(*) Dienger J. « Die Differential und Integralrechnung » p. 350. 
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De mème nous transformons 

I se cbange en 

ff[D* + (a- l)D + c]j/-(D- w)(D-n)y = 7) 

Eh donnant y la valeur x m z t 



Dy = oc — (a? w z) = a?" 1 £> + m) z , 



oq substitue donc (D + m) y au lieu de Dy , de mème 

(D + m) x y pour D*y 
et 7) se change en 

X [(D+m)* + (a-1) (D+ ro)l e] a? m z - [D -hro— m] [D+ro-w] x m * = , 
x [(D+m)* + (a-l)(D+m) + e] « - D [D+m-w] a = (8) 

(D-f-m)* + (a-l)«D+tn) + e = D 2 -D + (2m+a) D ±m* + (a-1) m+c 

d* d 

~ ** «te* + ( 2m+a > x ^ + *»* + (a-1) wfc 

par conséquent on trouve poar 8) 
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D'abord nous divisions par x, ensuite on a 



r . d* „ . d . , ,. 1 / d* d d d\ 

[* t te* + {2mia)x di + m+ ( a - 1)m+ &-\ x d* + dlc +m te- n Tj Z: " > 



x(x-l) — % -f- [(2m-i a) se- (m-n+1)] — + (ro*+(a-l) m+c)s=0. 



ai* -f (a-l)mn e a la mènie construction cornine D* +(a - 1) D -f e , donc 

mr + (a — 1) m + r, = (w — jjl) (m — v ) 

et nous avons finalenient comme équation transformée 

d*2 dz 

x(x-l) — - + [(2m + a)aj-(m- ti -1-1)] -r- + (tu- ji) (ro - v) = 0. (s) 

CLX CL3C 

En comparant (e) par (10) on a 

a - m — jji , a t- /S = 2m - (|x + v) 
£ = m - v , pi -h v = 1 —a 

a+p = 2m-l+a, 

Y = m — n + 1. 
Donc la premitre intégrale particulière est d'après y « F(ot, (J , y »*) 
2 = F (?n - |i. , ra — v , w — n 4 1 , x) 
et Za seconde intégrale particulière d'après 

y = a 1 ^ F (a -7+1,^-7+1,2-7,*) 
z i= ar r '"* m F (n — jjl , m — v , n — m + 1 , se) 
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Les intégrales particiilières de l'équation I sont 

y = sc m F (ni - n , w — v , m — » + 1 , x) 
j/ = x m F(n-f*,n-v,n-n»+l,x) 
et l'intégrale complète 

y = Ax m F(m-i* , m-v , m-n+1 , x) + Bx m F(n-f* , n-v , n wfl , x) 

II (x - A)*-*^ + (ax + fc)(x - h) ^ + (ex + d) y = 0, 

d 1 d d* 1 d* 

x = h{l-u) , dx=-Adu , d*x=hd*u ,^ = - X dx ' dx~» = À^ d? 



«»A»A(1 -»)'-^ 0+(l-iO^-»*)'-y £; + («*-«*«• + *)? = <>, 



Mt(1 - tt) S +(1 - w)aw d! + [ c(1 - tt) + i] y=0 ' 

et en changeant les signes 

(«-l)«»g + a(«-l)«g-i[c«-( C + 4)]. y = 0, 

une équation, qui montre la mètae construction commé l'exemple I. 

Ili (x-hy-x*pt + ( ax + b)(x-h)x^ + (cx* + dx±f)y = ( l ) 
dx z ax 



2/ = *"*,^ = "*^ + *"-;, 



( ! ) Voir S. Pincherle, Delle funzioni ipergeometriche eto. p. 49. 

YQfc. XXXVI. 83 
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^, = n(n - l)x n ~* z +■ 2nx n - 1 ^ -f x n ^ , 
da 2 v da: rfx* ' 

+ (off + 6) (a? - fc) | *ix*« + a?'"" 1 ^ | + (c#* + cte + fl a?"* = 0, 
[x-hy\n(n-l)z + 2nx^ + x*^ t \ 

+ (ax + 6)(x - A) (nz + a?-^ j + (ex* + do? + fl « = 0, 

(oc - Ti)* » f |4 + (« - h) [ ax + b + (x - A) 2n ] a? ^ 

[ex* + dx 4- 6 1 
n (n - 1 ) {x ~ h) + (aX + 6) n + — J 2 = 0, 

(a? - h) 1 X ~- t + (x-h) [x(a + 2n) + 6 - 2h n] -p 

+ |n(?i- 1 + a + c)x + (d-2/i(n - 1) h + ra (f - fta) + - - ~" '- -|z = ? 

L X •* 

mème forme comme II. 

IV. x*(x - l) 1 ^ 4- x(x - l)(Ao? + B) $L + [Co? 1 + Dx + E] y = 0, 

Ax + B ss (A + B) x - B(x - 1) 
Cx 2 + Bx + E = Ca?* + D#(x - (x - 1)) + E(x» - 2x(x - 1) + (x - 1)*) 

x>(x-l)*^ t + w(x-l)[(A + B)x-B(x-l)]^ 

+ Cx t + Dx(x-(x-l)) + E(x t -2<fi(x-l) + (ùo-l) t )y = 0, 
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et en divisant par x(x — 1) 



dx* \a?-l tf/dx + \x' + x(x-l) + (x-l)V y ~ ' 

*? + fiL + 6 ^ ^ + /i , _ JL_ 4. g '\ v = a) 

dx* \x x-l/dx \x* x(x - 1) (x - 1)V ^ 



y "- X^ (x — l)^ Z , 

1- y t * t / « x T ^ Log v J >1 d Log £ 

Logt/=i;Logx+<Log(x-l) + Logz , -^? = — + -±- + —£- , 

J_ d}y _ d l Logy / dhogy \* 
y dx 1 dx % \ dx ) 

après avoir divise a) par y, on a 

dPLogy ^ / dLogy y /a 6 \ ri Logy / c_ § / g \ = Q 

dx 2 ' \ dx / "Mx x-l) dx \x* x(x-l) (x- 1)V 

d Log y _ 
dee 

du .. / a 6 \ /e 6 <7 \ 

et si Fon substitue y = x^ (x - l) y < 2 , on re§oit 

dx Vx aj-1/ \x x-l/ 

x 2 (x-l)* x 1 x(x-l) + (x-l)* + x 2 x(x-O) ( 

bri e f a 

<x— 1)* x 1 x(x— 1) x 2 I 

Par comparation de cette équation par la forme (10) > on obtient les deux 
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condilions 

;* - (1 - a) C + e = , soiutions f J' 

;*-(! - b)ri + c = » jq n # 



et Ics couibinaisons 



(Jone 4*2 = 8 poles. 



Pourvu qu' on ait determinò les valeurs de $ et )) et de y = cc'(l - x)^z f on a 
l'équation 

-- + w* + ( — + ) u + , = 0, 

da; \cc a? - 1/ a?(a? - 1) 

d 1 *; ^x a;— 1/ * d» a?(x— 1) ' 

d*z /a b \ dz fz 

d& + \"a7 + aT^T/ di + x(x - 1)" > W 

. MnN d*z /y a + p — i+l\dz apz 



z 



(*) 



si l'on met dans (6) 

Y=a , a + /3 = ò + a-l , a / 3 = /' , afj3-y + l = 6 
(8) change en 

dsc 2 Va? x — 1 ' dee as(# - ì ) *"" ' 
ce qui est le forme (/a). 
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Dans les « Mathematiche Annalen » de F. Klein, W. Dyck et A. 
M e y e r (tome XLV, p. 253) nous avons donne la solution de 

dx dx 



en intégrales de la sèrie hypergéometrique. On pourrait ajouter cette solution 
comme un cinquième exeraple d'application de sèrie hypergéometrique. 

Nous avons construit en explicatiops d'après les indications de feu Mr. L. 
Schlaefli, notre ancien professeur. Mr. Schlaefli a étudié à fond V oeu- 
vre magistrale de Mr. E. E. K u m m e r dans le « Journal fiir reine und ange- 
wandte Mathematik » tome XV , p. 39-63, » 127-162 de A. L. Creile. Mr. 
Schlaefli a seulement publié sur la sèrie hypergéometrique un petit article 
dans les « Mathematische Annalen » tome III p. 286-295. 

Berne, Juillet 1897. 
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GENERALIZZAZIONE D'UNA FORMOLA D'INTEGRABILITÀ 



NOTA 



DEL 



Dott. LUIGI RESTELLIIMI-a Pavia. 



1. — Spesse volte nell'analisi occorre di dover considerare funzioni di più 
variabili, non tutte indipendenti fra di loro, e dei rispettivi coefficienti differen- 
ziali, delle quali è necessario stabilire la possibilità o no della loro integrazione, 
indipendentemente dalla conoscenza delle relazioni che uniscono le variabili di- 
pendenti alle indipendenti. La Fisica- Matematica offre differenti esempi di tale 
natura, quale il problema della ricerca dell'espressione generale della forza che 
ammette una funzione potenziale dipendente dalla velocità ; i risultati del cal- 
colo delle variazioni vengono ancora modificati , quando ci troviamo alla pre- 
senza di funzioni integrabili , il di cui studio può d' altronde formar soggetto 
d'un capitolo speciale nella teoria delle equazioni differenziali. 

Riesce quindi di non lieve interesse lo stabilire a quali condizioni è neces- 
sario e sufficiente che soddisfi una funzione definita come sopra, perchè sia pos- 
sibile calcolarne l'integrale, indipendentemente dalla conoscenza dei legami che 
esistono tra le funzioni e le variabili indipendenti. 

Il problema, quando F è del tipo 

F (x , y , y' . . . yW , z , z' . . . «W . . .) 

dove si suppone che y , z . . . siano funzioni solamente della variabile indipen- 
dente x , fu trattato come si sa, primieramente da Eulero e dal marchese di 
Condorcet, poscia da altri autori e notizie bibliografiche in proposito si 
possono trovare in « P a s cai.— Trattato del calcolo delle variazioni § 35 ». 

Applicando k volte di seguito il criterio di Eulero, si possono trovare 
le condizioni perchè una funzione della specie considerata, e dove le variabili 
indipendenti sono più di una, sia k volte integrabile, e di questo s'è occupato 
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Jellett a pag. 370 del suo Calcolo delle Variazioni (edizione tedesca) ed il 
risultato si trova riportato in Pascal op. cit. a pag. 204. 

Ora questo problema può estendersi in un certo senso che credo non sia 
stato ancora considerato , e cioè quando F è funzione di x , y , z , v . . . dove 
z in luogo d' essere funzione di sola x , è anche funzione di y (e se si vuole, 
anche delle derivate di y rispetto ad x) , e v , funzione di x , y e z (e se si 
vuole anche delle loro derivate) , e così di seguito , per modo che F contiene 
quali argomenti le derivate parziali di «et? rispetto ad x ed y , quelle di v 
rispetto a z, etc. La trattazione dì questo caso è il problema che (dietro sug- 
gerimento del Prof. Pascal mi sono proposto in questo breve scritto , ed è 
notevole il fatto che le relazioni a cui si arriva sono quelle che si ricaverebbero 
formalmente dalle note relazioni d'Eulero, purché in queste si dia ai sim- 
boli differenti che vi entrano un diverso significato. 

2.-Suppongasi dapprima la funzione proposta della forma : 

F = F(x, »,•,...»<-> , «,«'.,«'„«"«,... V"') 
dove y è funzione di sola x, e z funzione di x ed y f essendo : 

«c) = ^- , *<*> d ' z 



dxT ' acV~ a dx*d'-*' 

Se F è integrabile e © è l'integrale, sarà identicamente : 

ex + fy y + -"-9yi"-« J + e e v*+*vv> + •'■ 



dv> I O <"> \ da / \ 

+ -w(hr + V- v »' ) + 1=7) {%«-> + z > * )• 



Dove le derivate di y e z rispettivamente di ordine m ed n compariscono 
solo nel modp scritto. Questa eguaglianza ci torna comodo scriverla : 

■» 4- 



^g+S^^'^'SS.-T^-w- 



*-0 '-I dttfyr-,-1 

(1) 



+ 2^ 2j t="«) — W- 



9urf.y- 
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che derivata no* suoi argomenti,- darà Inogo a: 



m + 



t (n + 2)(n + l) 

«r 2 



relazioni tra le derivate di F e quelle di <p , che dovranno essere identicamente 

vk ( n -L. 1 ^ 

soddisfatte. Eliminando in queste le m -f — —« derivate di 9 si otterranno due 

• 2 

relazioni necessarie affinchè F sia derivata esatta nel significato voluto dal pro- 
blema. Consideriamo intanto le : 



3F _ £. £? 
dy dx dy 



(a) 



#F d 8<p d? 



9(p 



(D 



c^j; a v<? vy ^1 V* t 

a-0 rei Utrfyr-i-ì 



1 F _ fL Ì*. g 9 



m > i > 1 



da esse si ha facilmente : 



w é/y dx fy' v ; dx'* %<'"> 



d» L L « < r -" 



(1 

2 x*y- f = 



il di coi ultimo termine sviluppato diventa : 



(3) 2 2 jdx 71^') 



««0 ' B l 



a V/-*"' 



V.y r ~* f e -i; 



/ (r+i) (r+«) \ 



tZ~».f-*-\ 



z xy 



Con un cambiamento opportuno di limiti nei gommatori, dalla (1) si ha: 



r-l h 



r-t n 



Zi Zi cto . e-«J Z Z 



s=i ;-=s 



OT 



(»*-«) 



= !/' 



3? 



dff 



{>-'•*) 



C-i) 
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e per il caso speciale di r = n 



3-1 dZrfyn-*-* •=! ^V^ n " 3 



" 2. "^ — **y-' 



■* ^aj*"V"* 



e per * = 



inoltre 






92 n CZ fe 0z 

ar * x n y n f y n 



Questi risultati sostituiti in (3) la trasformano nell'espressione : 






E quindi una delle condizioni necessarie risulta 



aF _ _d 9F <T 9y 

{) dy dee dy'*' 9,+{ > X) dx m dyt M > + 



Altra condizione necessaria ed indipendente dalla (4) si ricava dalle relazioni: 

cs ~" dx iz 
voi», xxxvi 84 



Digitized by 



Google 



)( 266 )( 

t>F d dm dy M , 

x i x % x x * 



dF dy 



A (n) a (n " f) 

oz n cz n _. 

dalle quali si ottiene: 
,_. dF d-aF d* 5F <T 0F 

Le (4) e (5) sono quindi condizioni necessarie perchè F sia derivata esatta, 
è facile mostrare che esse sono anche sufficienti. Infatti il loro sviluppo con- 
tiene derivate di y e z f di ordine superiore rispettivamente ad m ed n che non 
si possono eliminare se non coll'annullarsi dei rispettivi coefficienti : tale annul- 
larsi costituisce un certo numero di condizioni per le quali la F risulta della 
forma : 

P = A + B y «»> -f C ( ." + .w. Iy y) ■ + D (.W _, y + .w ^ ,) + . . . 

dove A , B . . . non contengono y W , in «^ „_, (* = , 1 , . . . n). Fatto 

* ; x n_ « 
considerando costanti gli altri argomenti, sarà : 

da, _ ba, fa, , do, (m . , c /j«),.U) -./^ 



e l'espressione : 
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(n) 

è indipendente da z„ n . Di più soddisfa alle (4) e (5) perchè è la differenza di 

F che yì soddisfa per ipotesi e di una derivata esatta. Ripetendo su di essa le 
considerazioni fatte su F si ha : 

ed in analogo modo si potrà determinare una funzione : 



tale che : 



da* 



dx 



P\ ~ T^ ~ i 3 * 



sia indipendente da z„ n -\ e che di più soddisfa a (4) e (5). 
ce 

Operando in tal modo si otterrà la serie d'eguaglianze : 






p da *-a 9 da n-l o 



o _ *£»jz} - fi 

* n '* dx ~ Pn - f 



che sommate membro a membro danno luogo a : 



F — ^! - ^ - - ^5»^ = fi 
dee da? ' * ' da? * n ~ % 



dove (i n _, soddisfa alle stesse condizioni di F ed è della forma; 

P + y* m > R 

(n) 

essendo P ed R indipendenti da yW e z„$„ n -$ (* = , 1 . . . n). 

a; y 
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Posto : 



= (r-^ w - | > 



Sarà ancora : 

*»'* dx " P » 

un'espressione che non contiene le derivate d'ordine m ed ra. 

Supponendo ora che (4) e (5) siano sufficienti per funzioni contenenti fino 
alle derivate d'ordine m — 1 ed n — 1 , risulta $ n una derivata esatta che potre- 
mo indicare con --^, e quindi 
a oc 

F = fè («I + ** + • • • + «n + «•) i 

il che fa vedere che se il teorema è vero per gli indici m — 1 ed n - 1 , lo 
sarà pure per m ed n, Ora lo stesso procedimento dimostra l'assunto per 

che risulta in tal modo vero in generale. 
3. — L* espressione : 

8 = »*1 xV" 8 " 1 

che compare nel primo membro di (4) non è altro che la derivata totale di F 
rispetto ad y , qualora si consideri questa come variabile indipendente e la oa 

costante. Se l'indichiamo col simbolo ((j-))> 1* prima condizione diventa: 

\\fy// dx dy' ^ ^ u; to m fy( m > "" 

che mostra l'analogia formale di questo caso con quello già trattato da E u 1 e r o. 
Se infine si suppone la funzione F contenere le variabili dipendenti y } z, v... 
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ove ognuna di esse è funzione di x, e di quelle che la precedono, il metodo di 
eliminazione precedentemente usato, dà per condizioni necessarie e sufficienti 
all'integrabilità, di F, il sistema : 

t(?*\\± SjL + £.™ + _ 

WdyJJ dx dy ,T dx* dy" * ~ 

(( d !X\-± ÌL + *. _JL + =0 

\\dz 1) dx dz' a da* dz'> x x T ' " * 
\\Sv lì" dx dv> + dee* dv" x t + .' ' ' ~ 



4. — Si può ancora generalizzare la natura della funzione z , supponendola 
dipendente oltre che da x ed y anche da y' ,y" ... y ( *>. In tale caso la F ri- 
sulta della forma : • 

• *-« a+p+...-r f-i ( CB a5 »- , y p y nf " , y ( * ,M 

dm e) ... a» C) 

+ y'—jr^r- l V»'-y« + • • • + y ( ' -jr=i) Vy-y<*>" 

ove il sommatorio esteso a a + jS + Y + ... + w = r, sta ad indicare che per ogni 
valore di r , vanno prese tutte le possibili combinazioni di « + 2 numeri posi- 
tivi , lo zero incluso , tale che risulti a + (ì + . . . + co = r. 
Le (a) si trasformeranno allora in : 

3F _ d_ d<f 
dy ~~ dx dy 

dp " dà dy* + dy + 1 2i *™ ~~~7 W"ìr w 
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duri dx dyl*> + 9 V ( *" 4 ' f 2j 2j a (r_,) . ^V"'?**' 

5F d 5(p £(p 

aF a? 



dalle quali per eliminazioni analoghe alle precedenti 

<«> U£))-£((S))*-*<-d((5))*- + <-«-£ £- 

La (5) rimane invariata, e colla (6) stabilisce le condizioni necessarie affin- 
chè sia F integrabile. Come nel primo caso considerato , il loro sviluppo sug- 
gerisce la forma che può assumere F, jjgr la quale è facile vedere che esse non 
sono soltanto necessarie, ma anche s 

Pavia 1897. 



ufficienti. 
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SULLE CURVE IN UNO SPAZIO LINEARE A UN NUMERO QUALUNQUE 

DI DIMENSIONI 

NOTA 

DEL 

Oott. ENRICO PICCIOLI. 



Formule preliminari. 



Premettiamo alcune considerazioni generali che sono necessarie per quel 
che segue : esse si trovano esposte estesamente nel lavoro del signor Bmnel 
« Sur les proprìétes metriques des courbes gauches dans un espace lineaire a 
n dimensions {*) ». 

Siano 

X x = OC, (8) X 2 =X t (8) ... X n = X n (8) , 

le equazioni di una linea di S„ ed s il suo arco. La curva è riferita a un sistema 
di assi cartesiani ertogonali Ox, x t -• x H . In ogni punto M di esso esiste un 
ennaedro rettangolare M h i L 2 ... L n così formati : la direzione ML, è T S, oscu- 
latore o come suol dirsi la tangente in M ; la ML t 6 fra le oo n ~ 2 normali su M 
ad f ì quella che giace nellYt esculatore ... le ML p e fra le oo n ~ p normale in 
M airSp., osculatore quella che giace neirS p osculatore e infine la ML n è la 
perpendicolare in M all'iperpiano osculatore. 

Chiamando a fl9 il coseno dell'angolo formato dalle direzioni positive di UL p 



(*) Math. Annalen Bd. 19, 188: 
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e di Ox, si hanno le seguenti relazioni (') 



(1) 



da %i 


_"« 




ds 


Ri 




da ti 


__ «8» ma «li 




ds 


R t R f 




da pi 


_ a p+w a p- 


!•< 


ds 


Rp Rp. 


-1 


**ni 


a n-li 




ds 


R n-I 





(i=l,2,...«) 



che tengono luogo delle ordinarie formule di F r e n e t. Le quantità R, R^.-.R,,., 
sono i raggi di curvatura della linea : le loro inverse sono le curvature. Si de- 
finisce curvatura ^?-esima di una linea in un punto M il limite del rapporto del- 
l'angolo dell' Sp osculatore in questo punto con quello infinitamente vicino al- 
l'arco che intercede fra i punti di osculazione. Indicandola con — abbiamo 



(2) 



dove è in generale 



£_ _ m p-< M p f i 



V 



Mp* 



1L = 



#• 



e/*' xj** 



< 



(ti 



(0 



(«>-&) 



Quello che segue 6 diviso in tre paragrafi : nel primo studio le eliche ci- 
lindriche per le quali generalizzo un noto teorema di Bertrand: nel secondo 



(') Facendo n = 3 perchè tornino le ordinarie formule di F r e n e t devesi cam- 
biare il segno di R 2 (torsione). 
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studio una classe di curve che nello spazio ordinario si confondono còlle eliche, 
ma che ne sono essenzialmente distinte per gli spazi superiori : nel terzo mi 
occupo di curve più generali di quelle studiate. 



§• 1- 



Prima d'intraprendere lo studio delle eliche cilindriche osserverò che ana- 
logamente a quanto avviene per lo spazio ordinario, una curva di S n è perfet- 
tamente individuata di forma quando sono dati i suoi n - 1 raggi di curvatura 
in funzione dell'arco. La dimostrazione di questo teorema è così simile a quella 
che si dà per le linee del nostro spazio che credo inutile riportarla. Ricorderò 
solo quale è la via che si tiene per tale dimostrazione. Dapprima si prendono 
due curve che ad uguale arco abbiano i medesimi raggi di curvatura e si fa 
vedere che basta collocarle in posizione tale che vengano a coincidere due punti 
corrispondenti coi rispettivi ennaedri principali affinchè si sovrappongano in tutte 
le loro parti. Questo serve a provare l'unicità della curva quando ne sia dimo- 
strata l'esistenza: la quale ultima discende immediatamente da considerazioni 
riguardo agli integrali dei sistemi d'equazioni differenziali. 

Possiamo quindi dire che : 

R, = R f (*) , R^MO R„-i=R»-i(«) 

sono le equazioni intrinseche di una curva di s n . 

Dopo ciò torniamo al nostro argomento. 

Chiamiamo eliche in uno spazio a n dimensioni quelle curve la cui tangente 
fa in ogni punto un angolo costante con una direzione fissa. 

Cominciando dall' S 4 e assumendo V asse delle x A parallelo alla direzione 
fissa osserviamo che le relazioni : 

ds R, ' da R 2 R f ' ds R s R 2 ' ds R, 

danno, quando si faccia a l4 costante ed uguale ad A , 



-la - (?*V + J*i -o 

ds \ x ds v R f / i R,R 3 



vol. xxxvi. 85 
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ovvero, ponendo per brevità: 

et u = A , « M = , <x 3t =A-R t T t , a^A-R,! 1 , 
e 

Questa equazione sarà costantemente indicata con 

T 4 = 

e rappresenta la condizione necessaria per un'elica di S 4 . 
Si osservi che essa è equivalente alla 

(2) (R 2 T t )* + (R 8 T») 1 = costante 

la quale altro non esprime che 

«u 1 +«!♦• + ««■♦«u 85 * 

E infatti la (1) si ottiene dalla (2) con semplice derivazione tenuto conto della 
(a) è riceverla dalla (1) si passa alla (2) moltiplicando per R 3 T, è tenendo an- 
che qui presenti le posizioni fatte ( f ). 

Si aggiunga che il risultare a ti - porta che le normali principali di un'e- 
lica di S 4 sono perpendicolari a una direzione fissa. Questa condizione è carat- 
teristica non solo delle eliche di S A ma anche di quelle di S„. 

In generale per V 8 n si trova : 

*«n = A > a in = • • • a pn = AR p-l T p-l • • • *nn = R /»-i T »-l 



T^llB... ^,1+3^ = 



( 4 ) Quest'osservazione vale anche per 1' S„. 
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essendo tre consecutive delle T legate dalla relazione: 

E importante far vedere come la condizione 

T H = 
è caratteristica delle eliche di S n . Questo costituisce la 

Generalizzazione del teorema di Bertrand. 
Consideriamo l'espressione 

a u 4 R t T t a tt + . . . 4 R„-, T,., a„ 4 . . . 4 R n -, T M _ 4 a nl . 
Dico che la derivata di questa espressione rispetto ad 8 è : 

Infatti, se teniamo presenti le formule di F re net in questa derivata non 
comparisce il termine in a %i . Iuoltre i termini iu a pi (p < n) provengono. 
l.° Dalla derivazione del coefficiente di a pi stesso: ciò porta 

a 8 1 Vi T p-i 1 
2.o Dalla derivazione del coefficiente di R p _, T p _ t : questo porta 

Rp-i 
3.o Dalla derivazione del coefficiente di R p T p è questo dà : 

- T 

Tutti questi termini si distruggono in virtù della (3) finché p è inferiore ad 
«. Ma le p = n manca il terzo dei termini sopra indicati. Ne segue che la de- 
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rivata dell'espressione considerata è, come volevamo provare : 

Se i raggi di curvatura soddisfano la ( ) possiamo porre , essendo le A t - delle 
costanti : 

«f + ^2 T 2 a 3i + . . . + R„ ., T n _, a ni = A, (i = 1, 2 . . . n). 

Quadrando e sommando 

A f + A 2 + . . . -f A n = -£ 2 . 
Ponendo 

A.A, = a, A.Aj = a 2 . . . A.A„ = a n 

saranno a % a t .. . a n i coseni di una direzione di S n colla quale le tangenti della 
nostra curva formano un angolo costante in virtù della relazione 

a x a ì% f a t a it + . . . + a„ a,„ = A. 

Segue allora immediatamente dalla definizione che la curva che si considera è 
un'elica la quale è tracciata sul cilindro a due dimensioni che si ottiene con- 
ducendo pei punti di essa gli S, paralleli alla direzione fissa. 

È utile aggiungere che se questo cilindro a due dimensioni si spiega sopra 
un S t di S n l'elica che vi è tracciata, si trasforma in una retta circostanza che 
mantiene all'elica medesima la proprietà di essere geodetica del cilindro. 
Da quel che precede possiamo quindi concludere che : 
Condizione necessaria è sufficiente affinchè una curva di S n ha un'elica ci- 
lindrica è che i suoi raggi di curvatura soddisfacciano la relazione : 

T„ = 
ove è 

In altre parole : l'equazione 

T„=0 

è l'equazione intrinseca delle eliche di S n . 
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Si osservi che le curve i cui raggi di curvatura sono tutti costanti souo 
eliche negli spazi a dimensione dispari e lineo sferiche negli spazi a dimen- 
sione pari. Questo risultato importante è dovuto al sig. Brunel che lo trova 
direttamente egli per di più fa vedere che le prime sono sempre curve trascen- 
denti mentre le seconde possono essere algebriche. Per noi la prima parte di 
questo risultato emana dalle formole che abbiamo trovate e da quelle che 
seguono. 

Per le linee sferiche in generale il Brunel trova la condizione : 

dove 6 

Ponendo 

la condizione caratteristica di tali linee diviene 

H„ = 

dove è 

H..1.H.-S. H.,i|K,.,H,..| = Wk,.. 

Con questa semplice trasformazione le H vengono date dalla medesima formola 
di ricorrenza delle T. 

Tenendo queste notazioni il raggio deiripersfera osculatrice è dato da: 

R* = (R,H,)* + (R,H,)* + . . . + (R„_,H„_,)* 
e la condizione necessaria e sufficiente affinchè esso ha costante è 

e quindi , perchè R M _, -|- o 

H„ = H n _, =0. 
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Il primo caso comprende alle linee sferiche, il secondo è quello che nel caso 
dell' S 8 conduce alle curve a flessione costante. 

Sulle linee coi raggi di di curvatura costante aggiungiamo. 

1.° Che sono caratterizzate dall'essere in ogni punto sovrapponibili a loro 
stesse: proprietà cbe Puiseux avea trovato per l'elica circolare del nostro 
spazio. 

2.° Data in un S h subordinato di 8 n una linea coi raggi di curvatura co- 
stante , se rialziamo ciascun S k . f osculatore di un angolo costante facendolo 
ruotare attorno all' S fc _ t che esso ha a comune coli' S fc _, infinitamente vicino, si 
passa ad una linea di S*., che è un'elica se k è pari, una linea sferica se k è 
dispari. 



§ 2. 



Andiamo ora a trattare di quelle curve la cui ultima direzione principale 
fa un angolo costante con una direzione fissa ossia di quelle curve per le quali 
lo spigolo di regresso della sviluppabile polare è un' elica cilindrica. Il loro 
studio potendosi fare in modo analogo a quello tenuto per le eliche mi limiterò 
allo spazio a quattro dimensioni accennando brevemente in ultimo i risultati 
generali. 

Assumendo l'asse ac 4 parallelo alla direzione fissa le relazioni 

ds R, ' ds R t " R, 9 ds R 8 R 2 ' ds R t 

danno quando vi si faccia a u costante ed uguale a B : 

(1) <x M = B , «„ = , a M *B|* , «u = - B - R .|j| t | 



(2) 
Poniamo : 



d \r d (^ÌU R * -0 



ds 



Vf4 — to' y V,. 4 — Ti 1 ^i" V r4 



1 d 

R 8 ' V|-t "ite 



il secondo indice rappresentando la dimensione dello spazio ambiente. 
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Le (1) e la (2) potranno allora scriversi; 

(1)' a u = B, , a, 4 = , « !t = BR,V„ , a u =-B.R,V,., 

Quest'ultima equazione Y indicheremo con : 

v,., = o. 

Notiamo che queste linee sono caratterizzate dall'avere la penultima direzione 
principale normale costantemente perpendicolare ad una direzione fìssa. Questa 
proprietà si mantiene per gli spazi di dimensione superiore. Si aggiunga che 
analogamente è quanto si trovò per le eliche, Ja condizione (2') è la : 

(R 2 V,. 4 )* + (R, V,. 4 )* = costante 

che corrisponde alla relazione a H * + a u * + a 34 * + a 44 * = 1 si equivalgono : questo 
s'intende detto anche per gli spazi di dimensione superiore. 

Facciamo ora vedere come la condizione (2') sia caratteristica per le curve 
aventi P ultima direzione principale inclinata di un angolo costante su una di- 
rezione fissa. 

Prendiamo la espressione: 

«4, + R2 V 2 . 4 * 2i - R f V,. 4 x u (i = 1, 2, 3, 4) 

la sua derivata rispetto all'arco è 

per cui se supponiamo soddisfatta la (2') possiamo porre : 

«4t + Bi V r4 ol vì - R § V,. 4 a u = B, (* = 1 . 2 . 3 . 4) 

essendo le B i quantità costanti. 
Quadrando e sommando 



1 + (Ri V r4 ) 2 4- (R, V VA Y- = £ Bf = 1 



B 2 
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Ponendo allora : 

B.B, ^ 6 t 

saranno b ì b t 6 3 6 4 i coseni di una direzione fissa di S 4 colla quale le trinormalì 
alla linea fanno un angolo costante come risulta dalla relazione : 

6, * 4f + b t a Al + & s a 4l + 6 4 a H = B 

e questo prova quello che si voleva. 
In generale per V S n poniamo : 



1 d 



^n~l'n — ^ 9 Il»-S'/i — ~J2 ! ^«-J^n-8'n ' 



» 8 K n-*-H 



Avremo : 



«n-p-n + (-l) P B.R^ p V n . p . n 

ffr» = <- li"" 1 B.B» V Vn , a lfl = (- l)-« B.R, V,., 
e si dimostra che la condizione 

(3; V ." = 

è caratteristica per le linee in discorso facendo vedere che l'espressione : 

con i che varia da 1 fino ad w, è costante quando si supponga soddisfatta la 
(3) è proseguendo in modo dei tutto simile a quello tenuto per le eliche ci- 
lindriche. 

Abbiamo dunque : 

« Condizione necessaria e sufficiente affinchè una curva di S„ abbia l'ul- 
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« tima direzione principale inclinata di un angolo costante su una direzione 
« fissa, è che i suoi raggi di curvatura soddisfacciano la relazione : 



v -„ = o 



ove è 



v„_,.„ = o v n _ 2 .„ = o . . . v n _». tt = ■£ { R n _ x+i v n _» + ,.„ j + R "-y v »-^-» . 

Potevamo però raggiungere più presto il nostro scopo ponendo la relazione 
colla curva data quella le cui equazioni sono : 

Vi = J «n« ds 9 Vi = J «ni ** • • • Vn = J «»» <**• 

E subito visto che questa curva ha il medesimo arco della proposta di più lo 
indichiamo con $ M il coseno dell'angolo che la direzione principale &-esima fa 
coll'asse x { e con p, p 2 . . . p n _, i raggi di curvatura, abbiamo : 

fini = (- l/" 1 «»-*•< (» = 1 , 2 , . . . ») 

Le due curve si diranno col Prof. Bianchi coniugate ( f ). 

Abbiamo così che quando una linea ha l'ultima direzione inclinata di un 
angolo costante su una direzione fissa, la sua coniugata è un'elica è quindi pos- 
siamo ritrovare le forinole precedenti avendo presenti le relazioni che legano 
una linea colla sua coniugata. 

§. 3. 

In questo paragrafo studio due classi di curve che comprendono come casi 
particolari quelle studiate negli altri due. Esse sono le geodetiche del cono e 
le curve che hanno gli iperpiani osculatori equidistanti da un punto. 
Conviene premettere la seguente definizione : 

Una varietà ad una dimensione V f si dirà geodetica sopra un f ipersuperficie 
V n _| di S n quando la sua seconda direzione principale coincide colla normale 



(*) Bianchi — Nota sulle linee a doppia curvatura. Giornale Battagli- 
n i , 1883. 

vot. xxxvi. 36 
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alla ipersuperficie ovvero quando V iperpiano rettificante della linea è in ogni 
punto tangente all' ipersuperficie. 

Sia ora P un punto fisso di S„ le cui cordinate siano y, y 2 . . .y n è costruia- 
mo le espressioni 

A< = l r (Vr -r*) a <r (* , r = 1 , 2 . . . n). 

Esse rappresentano, come si vede facilmente, le distanze di P dagli iperpiani 
principali della curva che si considera e precisamente A t è la distanza di P 
dalTiperpiano principale normale alla direzione i-esima. 

Fra queste quantità sussistono le relazioni seguenti che si deducono me- 
diante derivazione rispetto all'arco tenendo presente le formule di Frenet: 

(i\ ^ = 4*_i ^A !== A3_A 1 dAp _ A pJ1 __ A Pzl dA n A n ,, 

W ds R, ' da R 2 R, ' ds R p R p _, ' * ' ' da R n _," 

Supponiamo che la curva che si considera abbia i piani rettificanti passanti per 
P, cioè che sia A 2 = 0. La sviluppabile rettificante da essi inviluppata è un'iper- 
superficie conica la quale contiene la linea in discorso che ne è per di più 
geodetica in virtù della definizione. 
Dalle formule (1) segue che 

A, = c-s , A 2 = , A, = A,R 2 T 2 , A 4 = A, R^Tj - R,R, T 2 

dove e è una costante. 

Possiamo dare a queste relazioni una forma più semplice e più simmetrica 
ponendo in generale 

A p = R p . f |A f T p . f -.D p ^j (p = l,2...n) 

essendo tre consecutive delle D legate dalla relazione : 

con D, e D 2 eguali allo zero. 

L'equazione a cui le (1) conducono è : 

(2) A,T n -D n = 0. 
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E si può far vedere che questa rappresenta l'equazione intrinseca delle geode- 
tiche di una ipersuperficie conica osservando che supposta soddisfatta le espres- 
sioni : 

Xi + (c-0) 1 a u + R, T t 7 8l . + ... + R w-I T^ x a ni | - | D f a„ + D 4 « 8i + ... + D n __ t * ni \ 

considerati per tutti i valori di i da uno fino ad u sono costanti e seguendo il 
metodo stesso usato nei primi due paragrafi. 

Si osservi che la curva che si considera è geodetica anche del cono a due 
dimensioni che la proietta del punto P. 

Si aggiunga che l'equazione (2) per lo spazio ordinarlo dice che lungo una 
geodetica di un cono il rapporto del raggio di flessione a quello di torsione di 
una funzione lineare dell'arco della linea stessa : teorema dimostrato la prima 
volta dal Sig. Enneper (*> e in seguito dal Prof. Pirondini (*). 

L'equazione (2) comprende come caso particolare quella delle eliche a cui 
essa si riduce quando vi si fa A, = oo : il che, vista l'espressione che dà il va- 
lore di A, , corrisponde ad allontanare P a distanza infinita per modo che il 
cono diviene un cilindro di cui la linea è anche elica. 

Notiamo in ultimo le equazioni simultanee : 

T n = 0,D„ = 0: 

che definiscono delle linee che sono in pari tempo geodetiche di un cilindro 
e di un cono : di quelle linee non v' ha esempio nello spazio ordinario. 

Per studiare le altre curve a cui abbiamo accennato in principio del pre- 
sente paragrafo supponiamo che A n sia costante. Allora le formule (1) danno 
per equazione di dette linee 

V 0n = costante 

la costante del secondo membro rappresentando l'inversa della comune distanza 
degli iperpiani osculatori da P. 

Si può dimostrare che questa è l'equazione intrinseca di tali linee facendo 
osservare che una volta supposta verificata, le espressioni : 

^+A n |(-iy^a ll R i V l . n +(-l/*- 2 a 2i R l V 2/> + ... + a„-riR»-*V n _ rn +a nI | 



i 1 ) E n n e p e r— Zur Theorie der Curven doppelterKrummung, Math. Ann. 1882. 
(*) Pirondin i— Studi geometrici relativi specialmente alle superficie gobbe. 
Gior. di Matematiche 1885, e sulle linee a doppia curvatura, idem, 1888. 
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per tutti i valori di i da uno fino ad u sono costanti è deducendone con pro- 
cedimento analogo a quelli tenuti precedentemente che gli iperpiani osculatori 
della linea in discorso sono equidistanti da un punto fisso. 

Se il punto P va a distanza infinita il cono proiettante la linea da P di- 
viene un cilindro e la linea assume allora l'equazione 

(3) V 0n = 

che , come abbiamo veduto , compete a quelle curve la cui ultima direzione 
principale fa un angolo costante con una direzione fissa (direzione delle gene- 
ratrici del cilindro). 

Per n = 3 l'equazione (2) coincide colla 

A, T, - D 3 = 

già studiata e che definisce le geodetiche del cono dello spazio ordinario. 

Ne segue una notevole proprietà trovata dal Prof. P i r o n d i n i (') per le geo- 
detiche di un cono cioè di avere i piani osculatori equidistanti dal vertice. 

Applicazione all' S 4 . 

A complemento di quanto precede aggiungiamo che, contrariamente a quel 
che avviene per Io spazio ordinario, le eliche non hanno l'ultima direzione in- 
clinata di un angolo costante sulla medesima direzione fissa almeno in gene- 
rale. Ciò del resto non toglie che su un medesimo cilindro possano esistere 
delle linee che godano di ambe le proprietà. Questa circostanza mentre può 
presentarsi nello spazio a cinque dimensioni e negli spazi di dimensione supe- 
riore, non può mai aver luogo nell' S 4 . Si prendano infatti le relative formule 
di Frenet: si vede immediatamente che se una elica si assoggetta alla con- 
dizione di avere l'ultima direzione inclinata di un angolo costante sulla stessa 
direzione fissa (asse delle ac 4 ) le formule medesime danno : 

il che non può essere perchè la somma dei quadrati deve fare sempre l'unità. 
Se però i raggi R f R t R 8 sono scelti in maniera da soddisfare tanto la pri- 
ma che la seconda delle condizioni 

T 4 = V . 4 = 



(') P ir o n di n i— Sulle linee a doppia curvatili a, 1888. Gior. di Mat. 
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la curva corrispondente sarà elica per un cilindro e avrà V ultima direzione 
principale inclinata di un angolo costante sulle generatrici di un altro cilindro 
Che questo caso possa effettivamente presentarsi si vede subito osservando che 
le eliche che hanno il raggio di prima curvatura eguale al terzo , soddisfano 
anche la seconda delle equazioni scritte sopra. Di più i cilindri che le conten- 
gono sono in posizione perpendicolare l'uno rispetto all'altro come segue dalla 
relazione generale 



cos<p = A.BJR* (|*)- R| A(|-') 



l 



che dà ii coseno dell'angolo sotto cui si tagliano i due cilindri in funzione dei 
coseni A e B degli angoli (costanti) che la tangenle è l'ultima direzione prin- 
cipale formano rispettivamente colle due direzioni fìsse. 

Questi risultati rendono manifeste alcune inesattezze in cui ha incorso il 
Prof. P i r o n d i n i ( f ) in un suo lavoro sulle curve dell' S 4 . 



(*) P ir o n din i — Sulla linea a tripla curvatura nello spazio euclideo a quat- 
tro dimeusioni. Gior. di Matematiche, 1889. 
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SIILE DEFORMAZIONI INFINITESIME DELLE CURVE 



NOTA 



DEL 



Dott. ALFREDO PERNA. 



1. Curve piane. Siano u e v le proiezioni dello spostamento infinitesimo 
MMj d'un punto M d'una curva piana sulla tangente e sulla normale in M alla 
curva stessa, e sieno * e p rispettivamente l'arco ed il raggio di curvatura delia 
curva data, s, e p, rispettivamente l'arco ed il raggio di curvatura della curva 
deformata. Per le formole fondamentali della Geometria intrinseca delle curve 
piane ( f ) , si ha 

Su , v % Òv , u 

ds p ds p v 

dove u' e v 1 sono le derivate di u e v rispetto ad s. Quadrando e sommando 

2_ 1+ ,(.,- f ) + (.,-i)' + (, +f )'. 

Il segmento percorso da M, , quando M percorre un segmento ds, ha dun- 

v 
que la lunghezza ds t - (1 + t)ds , dove e differisce da u r — per quantità tra- 

P 
scurabili rispetto alla distanza MM,. Ne segue Ss — Jscfo. 

I coseni direttori a, e &, della tangente alla traiettoria di M § hanno i va- 
lori (1) divisi per 1 + e , ossia, trascurando infinitesimi di ordine superiore, mol- 
tiplicati per 1 - e. Si ha così a f = 1 , ò, = co, con co = v f + — . La quantità co è 

? 



(') Cesàro: « Lezioni di Geometria intrinseca » p. 20. 
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dunque l'angolo di cui ruota la coppia ortogonale degli assi, nel passaggio da 
M ad M,. Applicando ad a % e b t le forinole della Geometria intrinseca, si ha 

Sa, io 56. . t 1 / 1 \ 

-=-=• = , — f = io' f — , onde — = (1 - s) { co' + — ) , 

ds p ds p p, N V. p / 

e però, a meno d'infinitesimi di ordine superiore , 2 — = io' . 

9 9 

Le formole fondamentali nello studio intrinseco delle deformazioni infinite- 
sime delle curve piane sono dunque le due 



Ss = Jerfa , 8 — = co' - — , (2) 



dove 



e = u' , io = v* f — . (3; 

p p 

Ponendo nelle (2) co - , s — costante , si ha 8* - ss , = 8 — . E se si 

? P 

vuole che la nuova curva sia sovrapponibile alla data , p = f(s\ deve aversi 
anche p + 5p = f (s + 3«) , cioè op = p' Ss ; quindi, eguagliando i due valori di 

.1 p' . e 

o — , -08 = . Eliminando òs e poi integrando, p = ms. Adunque le spirali 

logaritmiche sono le sole curve piane che, per semplice dilatazione intorno ad un 
punto, restano sovrapponibili a loro stesse. Le espressioni dello spostamento in- 
finitesimo son date dalle due equazioni differenziali 

U lì 1) V e 

v' +— =0 , u f = e=-cm,o anche u + mv's = , v 9 ' + — + -=-. = — • 

p p 7 ' s mV s 

2. A quale condizione debbono soddisfare gli spostamenti u e v, perchè la 

(M f ) abbia la stessa equazione intrinseca della (M) , ossia perchè si effettui uno 

1 o' 

spostamento rigido ? Come s' è visto, deve aversi 6 — = — ^- Ss, cioè, sostituendo 

in luogo di 8— e òs i valori dati dalle (2) , io' - ~ Jcds; ed integrando 

p 9 9 

p co = Jed* -f cp, con e costante arbitraria. Derivando rispetto ad 5, e sostituendo 
per e ed w i valori (3), 

^ + £,,1+ * c i! . (4) 

P P 1 P 
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É questa la relazione richiesta, la quale, essendo indipendente da u, mostra che 

lo spostamento è indipendente dalla componente tangenziale. 

p' v 

Ponendo t = 5 (s) neir equazione incompleta v" + — v 1 f — - -- 0, si ha 



■"» + ("♦£')£+?-<>. 



o anche v + — = , prendendo — - - — , cioè £ = I — = 6 , essendo Y an- 
golo che forma la tangente in un punto della curva con una retta fìssa del piano. 
Si ha così v = a cos 6 + 6 sen 0. Il noto metodo di L a g r a n g i a dà poi, per l'in- 
tegrazione della (4) 

a = — e Jp'senOefa = — e jsenfttfp = — c(psen6 - JcosGcfo) , 

b = e jycosOefo = cfcosOdp = c(p cosO-f- Jsen6d«) , 

e però la componente normale di uno spostamento rigido è 

v = e (senOJsenOeto + cosOJcos&cfa) . (5) 

8 8 

Per il cerchio p = a , p' = 6 e la (4) dà v = a sen - + ( * cos - , con a e £ in- 
finitesimi dello stesso ordine di MM, , o anche, ponendo a = k sen 9 , fi — k sen 9 , 



« = k cos 



e quindi v è lo spostamento normale di una traslazione k, fatta secondo la tan- 
gente che fa l'angolo 9 con la tangente nell'origine degli archi. Per la spirale 

logaritmica, invece, p = ms , p' = m, e la (4) diventa « r, + — -\ — — f = - , che dà 

erri* 8 m m 

v = 4- a sen log V 8 + 2 cos log V * , 

1 + m x 

a e essendo infinitesimi dello stesso ordine di MM ( . È questa anche la com- 
ponente normale dello spostamento trattato in fine del § 1 , mentre 

cm 9 8 , . — . ,— 

u = 1 + a cos log v * — fi sen lo S v * 

1 + mr 

ne è la componente tangenziale. 
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3. Se lo spostamento rigido si riduce ad una traslazione infinitesima k 7 si 

v u 

ha w = , e = , cioè u f , v r H = 0; e quindi eliminando la u , 

P P 

t>"+ ^- t/ + — = 0, 
P P* 

da cui, come s' è visto nel § precedente, v = a cosO + b sen 0. Ponendo tg a = — , 

a 

Ar r = y/a l + b l , si ha v = fc' cos (0 — a). Analogamente u = k" cos(0 — £). Scegliendo 
come retta fissa la direzione della traslazione si ha che per = è u = le , v = 0, 

mentre per 6 =•• - è m=0 , v=& ; quindi k f = k" = k f a = ^ , fi = 0, e però t? = A: cos 0, 

u = k sen , come era da prevedersi. 

Se lo spostamento rigido si riduce invece ad una rotazione w, fatta intorno 
ad un punto fisso, si ha s=0, w ^ costante, e le (3) diventano 

u' =0 , v'f — - = co. 

P P 

Eliminando u, si ottiene 

p p 1 P 

che, salvo il cambiamento di w in e, coincide perfettamente con la (4), onde 
si avrà 

t; = (o (sen 6 Jsen 6 ds + cos 9 jcos 6 d*). 

Eliminando u , invece , 

,i p' , u w 
P P* P 

e questa, con procedimento del tutto analogo a quello tenuto per Pintegrazione 
della (4) , dà 

u = co (senOJcosOete cosOJsenOtfs). 
Ponendo 

x = - senO JsenOeJs — cosO JcosOcZ* , y = senO Jcost'cfa — cosO JsenCds , (6) 

VOL. XXXVI 87 
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si ottiene u = toy , v = — io<r. È facile riconoscere che il punto (sc,y) soddisfa 
alle condizioni d'immobilità 

dx _ y dy __ a? 

d* p ' ds "" p ' 

e però esso è un punto fisso del piano; anzi, determinando opportunamente le 
costanti che entrano nei due integrali, è proprio il centro di rotazione. 

Dalle ultime cose risulta chiaro che lo spostamento v, dato dalla (5), equi- 
vale allo spostamento normale di una rotazione infinitesima e fatta intorno al 
punto fìsso che ha per coordinate i valori (6). 

4. Immaginiamo ora ehe si esegua una deformazione infinitesima, tale che 
ciascun punto della curva ruoti di un angolo 9, funzione dell'arco, intorno ad 
un punto fisso 0. Tenendo conto che, in generale, dette x ed y le coordinate 
del centro di rotazione, le componenti dello spostamento sono date sempre da 
u = 92/ 7 v = — 9X , si ha 



e però 



e = u 1 = ?'y ; w = v'H — =9-9'x, 



65 = Jyd ? , 8 i =_<?''*- 29(^-1) 



P ^P 

Per 9 = 2ky , essendo k un infinitesimo dello stesso ordine di MM, , è ' 

u = 2ky t , v = 2kxy , dy = 2k dy , 

e quindi 

1 2kx 

Ce = ky* , S — = [ 3(y - p) p - xp 2 ] -=- , e = 2kyy' , co = 2&(y - xy'). 
P P 

Costruendo* la curva, i cui punti M hanno per ascissa le x del centro di rota- 
zione e per ordinate le y , sarà s proporzionale alla sunnormale ed co propor- 
zionale al segmento d' ordinata compreso fra il punto M della curva- e la pa- 
rallela condotta dall'origine alla tangente in M. 

5. Per finire, consideriamo le deformazioni che sono prodotte da semplici 

v u 

flessioni. Si ha allora z = , co = /*(*), e quindi u' = , v 1 + — = co ; onde, 

P P 

eliminando t; u , 

P' r U <» fi P' , v f p' 

u" + Z- u' + -5 = — , v" + — v' + -r = to' + ~ co, 
P P* P P P 1 P 
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e si ha, come al solito, u = A óosG + BsenG , v = C cos 6 + D senO , con 

A = - Jco sen Od* , C = -wp sen + Jco cos da , 

B = Jco eoa © da , D = cop cos 6 + Jco senO da. 

k 
Per w = coatante si ritrovano le forinole del § 3; per co = - è cori* = fcdO , e però 

u = A: + a cos(6 — f) , v = ? cos(0 — S). 

6. Corvè storte. Siano u } v ,w , le rispettive proiezioni dello spostamento 
infinitesimo MM, d'un punto M d'una curva storta sulla tangente , sulla binor- 
male e sulla normale principale alla curva stessa; oc } y ,z le coordinate d'un 
punto fìsso dello spazio rispetto al triedro fondamentale della curva data; E,r;,C 
quelle dello stesso punto rispetto al triedro fondamentale della curva defor- 
mata. Se 

1 T - /* 

— Y 1 a 

fi -a 1 

è la matrice pseudosimmetrica che definisce l'orientamento dei nuovi assi ri- 
spetto agli assi primitivi , fra le antiche e le nuove coordinate avremo le re- 
lazioni : 

$=x — u-pz + w jfj = y-v — 1& + az l—z-w — *y + fix 

(7) 

e se l'elemento percorso da M, è ds l = (ì +z)ds, quando M percorre Y elemento 

d ì d 
da , si avrà — = -— , ovvero, trascurando gl'infinitesimi di ordine superiore, 

d n d 



Ciò posto, proponiamoci di calcolare le quantità e , a , p , f e le variazioni subite 
dalle due curvature - , - per effetto della deformazione. La prima forinola fon- 
damentale per la curva deformata è — — = J ( - + 8- 1 — 1. il cui primo membro 

da, \p p/ 
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d dee 

applicando la (8) alla prima delle (7), equivale a — (#- u — fiz + ^y) - e — , 

uo (18 

mentre il secondo membro equivale a (z — w - ay + fix) -+ zi — l, e però, ri- 
cordando le forinole fondamentali della Geometria intrinseca delle curve storte ( f )> 

ds~~ 9 l ' ds~~r ' d 8 ~~j r' (9) 

si ha , mediante identificazioni , 

w / , fi \ * 1 # Y £ 

Le altre due formole fondamentali per la curva deformata sono 

fi- t (i + i±) , f— { (i + ,i)-,(ì + ,i), 

ds, \ r r / d8 ì \ p p / ' \ r r / 

e queste, con procedimento analogo, danno 

p = ~(w7 , + — + — ) , t = v * 8— = a'-- . 

r \ p r / » r r pr 



Dunque le formole fondamentali per lo studio intrinseco delle deformazioni infi- 
nitesime delle curve storte sono 

$8 = f e ri* , o — = - £' + -I - — , S — = a' - -X- - — , (IO) 

J p r rp 7 r pr 

dove 

.-*■-£ , . — ( rtt J,) , , — (^! t J) lT .^-i. ■,..) 

Il metodo tenuto per giungere a queste forinole può applicarsi anche alle 
curve piane. 

Ponendo nella (IO) e = costante, a = p = Y = 0, si ha 

.1 £ .1 £ 

p p r r 



(*) Ce sarò: loc. cit., p. 125. 
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e se vogliamo che la nuova curva sia sovrapponibile alla data dev'essere 

p P* T T 

e però 

p' r' „ 

85 = zs , e = — Ss = — 8* , 
p r 

1 p' r f 
da cui. successivamente, — = — = — , p=ms , r = ns, con m ed n costanti 

1 8 p r 

arbitrarie. Dunque le soie curve , che non si deformano quando vengono sotto- 
poste ad una dilatazione uniforme intorno ad un punto qualunque dello spazio, 
sono le elicile dei cilindri, che hanno per base una spirale logaritmica. Tali eli- 
che possono riguardarsi anche come eliche coniche. Ed infatti il punto x=— A**, 
y = AB s y z = AC s , con 

mvltn* n n* 
A= — , B = - , C= y 

\m l fn t -rm t n t v\l-f n 2 )(m* fnHw 1 **) ^(l+n^ro^+n 1 -* m 1 ^) 

è un punto fìsso dello spazio, perchè soddisfa alle condizioni (9) : ed inoltre i 
coseni direttori della retta che lo unisce ad un punto qualunque della curva 
sono (essendo — A* il raggio vettore) A , — B , - C, ossia sono costanti. Il ver- 
tice del cono è proprio il polo della curva, giacché, per s~0 } si ha oo-y=z-0. 

7. Come per le curve piane, cerchiamo a quali condizioni debbono soddi- 
sfare le componenti dello spostamento infinitesimo MM,, perchè si effettui uno 

1 p' 1 r f ^ 

spostamento rigido. Deve aversi 3 — = - =-r- 05 , S — = — - t»s , cioè sosti- 

p p TV 

tuendo per Ss , 6 —, 8 — i valori (10) , 
p r 

r p p* or r z J 

Ma, dalle (11), 
., / . tA' u f p' f „ . , // , t\ o\' u' r' 

quindi si ha 



Digitized by 



Google 



)( 294 )( 
dalla quali 

„ P' , /l 1\ 1 /V **\f , v 1 /twfrX „ 
T"^T' + (^^)Y--(f--)(«' + - + 7 J T )=0, 

" . v 1 [ wds f yds 

o anche, avendosi dalla (12) to' H 1 / = - I - — , 

r p / p ; r 

r . + £ r+ (^ + 4) T+ ±(*L_£)/i* =0 . 

p * \p l r* / * r \ p r / J r 

Dunque le relazioni richieste sono 

. v 1 [wds [yds ^ „ p' , /l 1\ 1/p' r'X/yd* ^ , l-fc% 
r gJ p / r ' p ' \p* r 2 / * r\p r/J r 

indipendenti, come si vede, dallo spostamento tangenziale, giacché y è indipen- 
dente da u. 

Le equazioni (13) credo che in generale non sieno integrabili: esse, però, 

T 

lo sono nel caso delle eliche. Per queste, essendo — = k = costante , e quindi 

— = — , le (13) diventano 
P r 

. v 1 [wds [yds _ „ p' , w 1 ^ 

W+ r + plT + /V =0 ' T' + T-^^ ' (H) 

con m 1 = (1 -f fc l ) : &'. La seconda di queste equazioni , come al solito , dà 
y = acosmO -h òsenwO , essendo 6 l'angolo che la tangente alla curva nel punto 
M fa con una retta fissa, ed a , b due costanti arbitrarie infinitesime, onde può 
ritenersi conosciuto y. Le relazioni fra v e w possono scriversi allora 



» «7 

V - 

r 



/ ., vV w p' [wds y 

dalle quali , eliminando w 

ds \ p J p / & v p d«pi ' / 



Digitized by 



Google 



)( 295 )( 
Integrando e ponendo 9 (*)=--( I - — + - j^ds ) , si ha 

. m* fwds , x 
9 J P 

da cui , dopo aver moltiplicato per p e posto ty(s) = - 9(5) + 9'te) , 

P P* Y 

quindi w = A cosmfl + B sen wiCf. Le due quantità A e B sono due funzioni di * 
che si possono determinare col metodo di Lagrangia. Conosciuto lo sposta- 
mento w, mediante la v' = * si determina v, e però possiamo dire che nel 

caso delle eliche le (13) sono integrabili. 

8. Qual' è la condizione perchè, per una deformazione infinitesima, un'elica 
(-7 = —) resti elica? Deve aversi, essendo a una costante infinitesima, 

— + 8 — = (k + a) ( — + 8 — ì, ossia, tenendo presente le (10) : 



r r \ or/ 



Ma r = fcp , quindi , per le (11), 7" 4- — Y j- — y = — , con m* = (1 + fc 2 ) : fc*. In- 
tegrando e ricordando il valore di 7 , si ottiene , v' = AcosmO + BsenmO , 

P 
che è proprio la condizione richiesta. 

9. Applicazione itile curve sferiche. Ci proponiamo ora di studiare t 
in» particolare, le deformazioni infinitesime di una curva sferica, nell'ipotesi che 
esse si eseguano sulla sfera medesima su cui la curva data è posta. Assu- 
mendo in un punto M della curva sferica la tangente come asse delle x f 
la normale alla sfera come asse delle z e la perpendicolare a queste due 
rette come asse delle y, si hanno dalla Geometria intrinseca (\), per Timmobi- 



(•) Ce sarò: loc. cit. , p. 153. 
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lità di un punto fìsso x , y , z dello spazio, le condizioni necessarie e sufficienti 

^ = Nz-Gy-l , % = G(C-Tz , J=Ty-Nx, 
d8 d.8 ds 

dove 

N = cos_* G = sen4' T= y_l. 

Le quantità p ed r sono rispettivamente i raggi di curvatura e di torsione della 
curva nel punto M e ty è V angolo che la normale alla superficie fa con la 
normale alla curva. Tali condizioni possono anche scriversi : 

*.„.-«,-.. g-O-, g.-N, (.« 

perchè nel caso della sfera, detto R il suo raggio, si ha 

p = R cos ^ , r = — , e quindi N = — = cost. , T = 0. 

Ciò posto, se u , v , w sono le componenti dello spostamento infinitesimo 
MA*! rispetto ai tre assi scelti, sarà w = 0, a meno d'infinitesimi di ordine su- 
periore, perchè la deformazione si esegue sulla sfera stessa. Prendiamo, nel 
punto M, , come nuovi assi 5 , >] , f , la tangente alla curvadeformata la normale 
alla sfera e la retta ad esse perpendicolare e supponiamo che , rispetto agli an- 
tichi assi , i coseni direttori dei nuovi sieno 

per Tasse f 
» ri 

Fra le antiche e le nuove coordinate avremo allora le relazioni 

l = x-u + '*y -§z f >) = y-v + az-Y* > Ì-z + $x-ky } (16) 

e se l'elemento percorso da M t è ds % := (1 -f e)rfa, quando M percorre l'elemento 
ds , si avrà 

d 1 d d 

^ = lT"e^ = (l - e) ^' (17) 



1 


Y 


"P 


-Y 


1 


a 


P 


— a 


1. 
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La prima forinola fondamentale per la curva deformata è 

|Ì = NS- (G + 5G)*i-l, 

il cui primo membro, applicando la (17) alla prima delle (16) , equivale a 

d , , a v dx 

s ^-« + W -P*)-« s ; 

quindi, sostituendo per nj e £ i valori (16) , 

Gv - (8G + Na) y ~ Gaz = e - u' + (?' + Ge)y - (P' + Ns)z , 
che, per l'arbitrarietà di ce , y , z , dà 

e = u'+Gu , Ga = g'-f Ne , <5G = - (V+Na+Ge). 
Le altre due formolo per la curva deformata sono 

e queste, con procedimento analogo, danno p = - Nw , 7 = i? f — Gu. Il valore di 
P, sostituito neirespressione di a , dà a = Ni? , e quindi possiamo dire che le 
formole fondamentali per lo studio intrinseco delle deformazioni infinitesime 
delle curve sferiche, nell'ipotesi che le deformazioni si eseguano sulla sfera 
stessa a cui le curve appartengono, sono 

S8 = lzd8 , SG = -fr' + Na+Ge) (18) 

con 

e = it'-fGv, a = Nt>, = - N« , t = v'-Gu. (19) 

A queste stesse formole saremmo giunti partendo dalle (IO) e (11), ricor- 
dando la relazione - + ■- f r—J = 0, necessaria e sufficiente perchè una curva 

sia sferica, e ricordando che la deformazione si esegue sulla sfera. 

Se la curva sferica è un circolo massimo è G = 0, e le relazioni (18) e (19) 

diventano 0* = u , 6G = - v" — N 8 v , s = u' , a = Nv , P = — Nu , 7=1?'. Se 

vogliamo che la curva che si ottiene dallo spostamento sia ancora un circolo 

massimo, dev'essere 5G = 0, ossia v tf + N l v = Q f e questa relazione, indipen* 
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dente dà ti , dà v = asenN* + bcosN* , cioè posto N* = ^ = 9 , 

d = asen6 + fccosO = k sen (0 — a) , 

prendendo & = Va* + &*, tga— -. Dunque la componente « dello spostamento è 

a 

k 
la componente v d'una rotazione infinitesima - fatta intorno ad uno dei diame- 
le 

tri del circolo. 

Più generalmente, so vogliamo che un cerchio, per una deformazione infi- 
nitesima sulla sfera, non cessi di essere cerchio, dev'essere G = A = co**., 
8G=k-co8t. ; quindi z=u'+Av , <z=Nv, p=-N« , f=v'-Au , fc=-t;"— (N*+A*Jt>, e 

* 8 

però t; = a sen — \-b cos fcp 8 , p essendo il raggio del cerchio dato. 

P P 

IO. Se vogliamo infine che la curva per uno spostamento rigido resti la 
stessa , dev' essere 

8Ì. = -£-3*. (20) 

P P 

Ma dalla relazione IVI 1 + G* = — si deduce G SG = — 8 — , quindi , ricor- 

P P P 

dando l'espressione di SG , 

±8-Ug[g'«-(«'' + £)], onde 8 ± = G P [ G'« - (•+ £)] . 

Sostituendo nella (20), e tenendo presente il valore di Ss, si ottiene 
G P [G'« -(," + £)] = -£«-£/Gv*. 

Ma GG'p = — T-, quindi Gp U>" 4- ~J = ^jjGvds, o anche 

Gp v " + £ (-/Gv <fa) ~ (21) 

e questa relazione è indipendente da u, come era da prevedersi. Mediante la 
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N* + G* = — , possiamo nella (21) far comparire o la sola G o il solo p. Nel 
primo caso si ha 

v" + (N* + G l ) v + G'JGvds = , 
nel secondo 



e però, specializzando la natura della curva sferica , possono farsi delle appli- 
cazioni, servendosi dell'una piuttosto che dell'altra formola. 

Lecce, febbraio 1898. 
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SOPRA 
UNA RAPPRESENTAZIONE UNIVOCA DELLO SPAZIO RIGATO 

SULLO SPAZIO PUNTEGGIATO A QUATTRO DIMENSIONI 

NOTA 

DEL 

Dott. EMILIO VENERONI. 



Il Prof. Gino Loria nel tomo 27° del Giornale di Matematiche accenna 
a due rappresentazioni univoche assai generali dello spazio rigato sopra lo spazio 
punteggiato a 4 dimensioni. La prima, già studiata non in tutta la sua genera- 
lità dal Prof. Aschieri (') condusse alla scoperta di eleganti proprietà della 
curva normale dello spazio a 4 dimensioni ; la seconda venne, finora, in un caso 
assai particolare molto diffusamente trattata dal Sig. C h i z z o n i ( 2 ). La presente 
Nota contiene i fondamenti per lo studio affatto generale di questa seconda rap- 
presentazione , basata su assai semplici corrispondenze proiettive , e in essa si 
troverà fra altro dimostrato che l'ordinaria rappresentazione basata sulla proie- 
zione stereografica si può considerare come un caso particolare di questa. 

1. Nello spazio rigato R fissiamo due piani a , g : e nello spazio punteggiato 
2 a 4 dimensioni due rette a , 6. Riferiamo proiettivamente fra loro in maniera 
arbitraria i punti di a ai piani di 1 che passano per a, e i punti di p ai piani 
di 1 che passano per b. Sieno il, , il 2 le due corrispondenze. Allora ad una retta 
generica di R segante in due punti i piani a , (3 , facendo corrispondere in £ il 
punto d'incontro dei due piani corrispondenti in ii, i2 2 , si viene a stabilire una 
rappresentazione univoca delle rette di R sui punti di 1\ 

2. La retta «3 determina per lett t , & 2 due fasci di piani F„F t delle forme 
(a) (b) , posti in due spazi di I , S, ed S 2 incontrantisi in un piano ti. I due fasci 



( l ) Acc. Lincei 1887. 

( s ) Acc. Gioenia di Catania T. XX 1858. 
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Fj , F 2 sono riferiti proiettivamente fra loro quando si prendano per corrispondenti 
due piani di F, , F 2 corrispondenti in & f , £ì 2 al medesimo punto della retta a(5. 
Il luogo delle intersezioni dei piani corrispondenti è una conica , 7 , posta nel 
piano i: e appoggiatesi in due punti A , B di ir alle rette a , b. 

La retta aj* è riferita proiettivamente alla conica y f l'omologo a un punto 
P di ap, essendo quel punto P' di 7 che è l'incontro dei due piani di F, , F 2 cor- 
rispondenti a quel punto. Sia i2 questa corrispondenza. Risulta tosto 

Ad ogni retta della stella che ha il centro P sulla retta a$ corrisponde il 
medesimo punto P' della conica 7, che in i2 _i è V omologo del punto P. Alla retta 
a? corrispondono tutti i punti del piano z della conica 7. 

3. Una retta giacente in a (0 in £) determina per la iì, (o la o t ) un fascio 
di piani contenente un piano del fascio F, (0 del fascio F 2 ) e per la ìi 2 (od n t ) 
tm piano del fascio F 2 (oppure del fascio F,). Quella retta ha dunque per im- 
magine in 2 gli infiniti punti della retta sezione di questo piano collo spazio 
contenente i piani del 1° fascio, retta che s'appoggia alla conica 7 ed alla retta 
b (oppure alla retta a). Dunque 

Alle infinite rette del piano a (oppure del piano p) corrispondono non punti 
ma rette , e precisamente le rette della congi^uenza ordinaria di 1° ordine e 2 a 
classe dello spazio S 2 (oppure dello spazio S f ) che ha per direttrici la retta b 
(od a) e la conica ?• Una retta di a (0 di p) e la retta corrispondente di S 2 
(od S,) sono punteggiate proiettivamente. 

Le congruenze (by) od (ay) sono rappresentate così univocamente sui piani 
a(3. Noteremo ancora che ad un fascio di rette del piano a corrispondono le gè- 
neratrici dell' iperboloide contenente la conica "y, avente per direttrici la retta 
b (0 la retta a) e la retta uscente da A (0 da B) che è Vintersezione collo spazio 
S 2 (od S t ) del piano che corrisponde in a, (od £2 2 ) al centro del fascio. 

Ove il centro del fascio sia un punto P della retta agl'iperboloide si scinde 
nei due fasci di raggi aventi il centro comune nel punto P' di 7 che corrisponde 
in il a P, e il piano del primo essendo il piano ir, il piano dell'altro passando 
per b (oppure per a>. 

4. Le rette a b determinano uno spazio S di E , che contiene due fasci di 
piani R, , R 2 passanti ordinatamente per a e per 6, cui sono omologhe in n," 1 
iV 1 due punteggiate r n r 2 di a e di (5. Anna retta che s'appoggi alle r i7 r 2 cor- 
risponde un' intiera retta appoggiantesi alle a , b , perchè i piani corrispondenti 
ai punti di r, , r 2 giacciono in un medesimo spazio S. Onde alle rette della con- 
gruenza lineare di direttrici r, , r 2 corrispondono le rette della congruenza lineare 
dello spazio S di direttrici a , b. 

Le' due congruenze risultano così riferite proiettivamente fra loro. 

Una retta di R appoggiantesi ad r % (oppure ad r t ) determina mediante le 
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il, , il, due piani : di questi, l'uno giace in 8 e proietta da a (oppure da b) un 
punto di b (oppure di a) l'altro non giace ordinariamente (quando cioè la retta 
non s'appoggi anche ad r t (o ad r,)) in 8, passa per b (oppure per a) e incontra 
il primo in quel punto di b (oppure di a). Le rette r, , r t son così punteggiate 
proiettivamente alle rette & ed a, e segue 

A tutte le rette di una stella col centro P sopra r ì (oppure sopra r t ) corri- 
sponde sempre il medesimo punto P', l'omologo di P sulla retta b (oppure sulla a). 

In particolare ai punti A e B corrispondono rispettivamente le stelle che 
hanno i centri nei punti r t a , r ì g delle r t , r f . 

5. Se è o uno spazio di 2 e sono P', Q' i suoi punti d'incontro con a, b f ed 
R', 8' i due punti di y che esso contiene, proiettiamo dalle a, b il fascio di piani 
dello spazio a d'asse P'Q': s'ottengono due fasci prospettivi di spazi, ne 1 quali 
lo spazio comune S è uno spazio unito, e i piani corrispondenti si segano nei 
piani del fascio (P'Q')> ovvero nei punti dello spazio e. In virtù delle corrispon- 
denze iniziali ii|" f , ii t -1 viene posta in tal maniera una corrispondenza proiettiva 
fra due determinati fasci di raggi dei piani a, (5. I centri dei due fasci sono due 
punti P, Q di r, , r t rispettivamente, gli omologhi in ilj" 1 ,^"* ai due piani aQ', &P\ 
Essendo lo spazio S comune ai due fasci di spazi dianzi considerati, uno spazio 
unito, segue tosto che le rette r, , r 2 dei due fasci di raggi proiettivi sono fra 
loro corrispondenti. Allora i punti di o rappresentano le rette che S'appoggiano 
ai raggi omologhi di questi due fasci proiettivi, rette che costituiscono , com' è 
ben noto, un complesso tetraedrale , contenente la congruenza lineare di diret- 
trici r t r 2 ; P , Q , centri dei due fasci, sono due vertici del tetraedro fondamen- 
tale, mentre gli altri due sono i due punti jiniti R, S delle due punteggiate pro- 
iettive sovrapposte determinate sulla retta ag dai due fasci di centri P, Q. E si 
trova subito che i punti R, 8 sono i corrispondenti in u ai punti R', S' della co- 
nica f. Dunque 

Uno spazio g generico di £ rappresenta cogli infiniti suoi punti le rette 
di un complesso tetraedrale, contenente la congruenza lineare di direttrici r, r t , 
mentre dei quattro vertici del suo tetraedro fondamentale due sono sulla retta 
ap , uno sopra r f , Vultimo sopra r r 

Di questo teorema sta anche l'inverso. 

6. Un fascio generico di raggi ha comuni due rette con ognuno dei prece- 
denti complessi tetraedrali : dunque la curva immagine in £ di un fascio di R 
è una conica, e perchè un fascio di raggi ha comune una retta con un com- 
plesso lineare generico, segue : 1 fasci di R son rappresentati dalle coniche di 
£ che s'appoggiano alle rette a b ed alla conica y. 

Anche le coniche che s'appoggiano ad un punto di a (o di b) e a due di y 
rappresentano fasci di R, e preeisamente i fasci del piano a (o del piano {$) di 
cui però non costituiscono l'immagine completa. 
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Cosi le coniche appoggiatesi in tra punto ad a e in due a 6, o viceversa, 
giacendo interamente nello spazio S fan parte dell'immagine di fasci della con- 
gruenza di direttrici r t , r 2 . 

La varietà S 8 immagine in £ di un complesso lineare di E, perché un com- 
plesso lineare ha comune con una stella un fascio di raggi, conterrà le rette ab 
e la conica f, e perchè un complesso lineare ha con un fascio di raggi una 
retta comune segue: A un complesso lineare corrisponde in £ una superficie ( <x>*) 
del 2° ordine passante per a , b e la conica y, 
e quindi 

A una congruenza lineare di R corrisponde in £ una varietà di seconda 
specie e del 4° ordine, passante per a , b , e per la conica y. 

E perchè un iperboloide ha comune con un complesso lineare due rette; 

L'immagine in £ di un iperboloide di R è una quartica che s'appoggia in 
due punti ad a, b ed alla conica f. 

7. Si ottiene poi facilmente 

Ai piani rigati di R corrispondono in £ i piani appoggiatisi ad a, b, e 
alla conica *y. 

Questi piani costituiscono una speciale e notevole forma oo 8 di piani di £. 
In ogni spazio di £ ne giacciono due, corrispondenti alle due facce (oltre ai piani 
a e £) del tetraedro fondamentale del corrispondente complesso tetraedrale. Le 
altre due facce di questo (i piani a , (ì) son rappresentate dai piani sezioni di 
quello spazio cogli spazi S f S 2 . 

Per un punto di £ passano infiniti piani incontranti a, b, y : e sono i piani 
generatori di un cono quadrico di l a specie avente il vertice nel punto. Esso è 
l'immagine in £ del complesso speciale che ha per asse la retta di R di cui quel 
punto è l'immagine. 
Segue anche 

Una stella di R ha per immagine in £ una varietà di 2* specie e del 3° or- 
dine contenente a, b e la conica y. 

Queste varietà di 2» specie e del 3° ordine, normali delio spazio a 4 dimen- 
sioni sono studiate dal Veronese in una sua Memoria (*) ; e non sarebbe 
difficile dedurne qui le più notevoli proprietà, come quella di contenere una serie 
due volte infinita di coniche, delle quali una sola passa per un punto assegnato 
della superficie etc. 

È ora altresì cosa assai ovvia trovare le relazioni d'ordine che legano le 
varietà di £ e le varietà corrispondenti di R. Ma noi rimandiamo perciò alle 
già citate Memorie dell'A schieri e del Chizzoni. 



(«) Math. Ann. XIX. 



Digitized by 



Google 



)( 304 )( 

8. Stabilendo le corrispondenze iniziali fì,,fl t in modo speciale, e in modo 
speciale fissando la posizione degli elementi fondamentali, si possono ottenere 
rappresentazioni assai notevoli. Nel lavoro più volte citato del Prof. Chizzoni 
è largamente studiato il caso particolare seguente : si suppone lo spazio R con- 
tenuto nello spazio 1. I piani a , £ son presi comunque in R, mentre le rette a b 
son prese in modo che a tagli fi, b tagli a. A un punto di a o di fi si fa cor- 
rispondere il piano che lo proietta da a o da ò. Si vede tosto che la conica y 
si spezza nella retta ap e nella retta che s'appoggia alle a , b , ap. Le rette r, r t 
s'incontrano in un punto di ap e determinano il piano comune allo spazio R ed 
allo spazio S = {ab). 

9. Termineremo con un osservazione notevole e , forse , nuova. La rap- 
presentazione ordinaria che s' ottiene colla proiezione stereografica si può ri- 
guardare come caso speciale di quella ora studiata, potendosi ottenere una 
tale rappresentazione per speciali forme delle corrispondenze Q x Q t . Queste 
di fatti sieno tali che alla punteggiata ap corrispondano in esse i fasci di piani 
d'assi a , 6 rispettivamente, posti nello spazio S = (ab). 

Questi due fasci di piani, sono proiettivi essendo omologhi i due piani cor- 
rispondenti in a, 1 , i2 2 a un medesimo punto di ap. Le intersezioni dei piani omo- 
loghi dei due fasci son le generatrici di una quadrica gobba Q di cui a,b son 
due direttrici. Le generatrici di Q rispondono alle stelle che hanno i centri su 
afi , che resta così punteggiata proiettivamente alla serie delle generatrici. La 
quadrica tiene il posto in questo caso della conica y e si ha tosto. I complessi 
lineari di R son rappresentati su I dalle oo 5 quadriche di 3 a specie che passano 
per la quadrica gobba Q. 

Un punto qualunque dello spazio S rappresenta la retta ap: propriamente 
lo spazio S è luogo dei punti immagini della sola retta ap , ma in esso la Qua- 
drica Q è l'immagine del complesso lineare d'asse a%. 

Segue tosto 

Un complesso lineare contenente a$ è rappresentato, escluso lo spazio S, da 
uno spazio di 2. Reciprocamente. 

In particolare se si osserva che un complesso speciale il cui asse s'appoggi 
ad ap , ha comune col complesso d'asse a£ , una stella e un piano rigato, men- 
tre il centro della stella è sopra a$ e il piano rigato passa per ap s'ottiene su- 
bito che le generatrici di Q rappresentando le stelle coi centri su ag , le direttrici 
rappresenteranno i piani rigati per ag. Perciò un punto di Q è propriamente rira- 
inagine di un fascio di cui centro e piano appartengono alla retta a3. 

I piani a , ($ non hanno nella rappresentazione funzione speciale , diversa 
cioè da quella di tutti gli altri piani del fascio d'asse a?. 

Da tutto questo risulta che la rappresentazione ora considerata è come ab- 
biamo accennato proprio l'ordinaria corrispondenza che s'ottiene colla proiezione 
stereografica, quando lo spazio £ sia uno spazio subordinato dello spazio 2, , nel 
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quale sia posta la quadrica immagine^ dello spazio rigato R , sia P Y im- 
magine sa quella quadrica della retta o$ , sia S lo spazio sezione di £ coll'iper- 
spazio tangente alla quadrica in P, mentre Q sia l'intersezione colla quadrica 
dello spazio S. 

Pavia, Marzo 1898. 
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RAPPORTO 
SULLO STATO PRESENTE DELLA TEORIA DEGLI INVARIANTI 

del Prof. Dott. FRANZ MEYER 
(Continuazione, v. Voi. XXXIII, p. 319, Voi XXX LV p. 290 e Voi. XXXV p. 284) 



d) ALTRE FORME SPECIALI (•). 



a) Forme col determinante Hessiano (**) nullo. 

Una delie questioni più importanti della teoria delle forme è la ricerca d'un 
criterio, che permetta di decidere quando una forma data F ad u variabili possa 



(*) Tra la lunga serie di forme speciali ne consideriamo in ciò che segue due 
classi che presentano un più largo interesse, e del resto per altre notizie riman- 
diamo alla fine di questo capitolo II, D, d. 

(•*) Vogliamo ricordare qui brevemente due altre proprietà dell'Hessiano H. Voss 
ha dimostrato in generale, che per le forme cubiche F ad n variabili THessiano di 
H è una combinazione lineare della forma primitiva F e di II (Math. Ann. XXVII p. 
515-536, 1886). Per n=4 il teorema era già stato prima dimostrato da Bauer (Mtinch. 
Abh. 1883 p. 1-14) e da lui applicato alla geometria delle superficie del 3° ordine. 

D' altra parte Brill, per istudiare la curva Hessiana H — nei punti singoiar 
della curva fondamentale C = 0, ha costruito la forma H mediante certi covarianti 
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mediante una sostituzione lineare essere trasformata in un'altra a un minore nu- 
mero di variabili, e in questo caso di costruire effettivamente lo relative sostituzioni. 
La risoluzione generale di questo problema è dovuta (*) a Gordan e Nother , 



binari (Math. Ann. XELI p. 175-182, 1878), dietro un principio che fu più tardi svi- 
luppato da Forsyth (v. II, A, e). 

La stessa questione geometrica ha poi dato occasione a WBlffing di costruire 
la forma H d'una funzione intera di forme ternarie mediante i più semplici cova- 
rianti simultanei di queste: Disserta Ttibingen 1890, opp. Math. Ann. XXXVI 
p. 97-120. Cfr. anche Gerbaldi, Eend. di Palermo III p. 60-66 (1889). 

(*) Gordan, Erlang. Ber. 1876 p. 89-95 ; Nother, ivi 1876 p. 51-56; Gordan e 
Nother, Math. Ann. X p. 547-568 (1876). Il concetto fondamentale della dimostra- 
zione si trova in quest'ultimo lavoro (p. 561). 

Per le forme cubiche ternarie e quaternarie il teorema in discorso fu dimo- 
strato esatto da Pasch mediante relazioni fra determinanti, Journ. ftir Math. LXXX 
p. 169-176 (1875). 

Nella prima Nota di Gordan sono trattate in generale le forme ternarie me- 
diante la considerazione del determinante Hessiano d'una forma riducibile per rap- 
porto ai fattori di questa, e della relazione esistente tra le polari. 

Si possono costruire come segue, secondo Gordan e Ntfther, intere classi di 
forme f ad r (>4) variabili, per cui il teorema di Hesse non vale più. 

Si costruiscano r— s i s < — j forme P 2 , P 2 ,... , P r-<l ad 8 variabili x 1 , x 2 ,..., x t 

e si componga mediante queste una nuova forma: 

Vi =■ ac J+1 P| + ^+2^2 4" • • • + •£#•*• r—»* 
Allora le forme cercate / sono rappresentate così : 

f — 9(Q ; x i 7 x 2 i • • • ? x *)i 

dove 9 deve essere omogenea rispetto alle x t , x if . . . , x s (1. e. p. 564). 

In particolare si ottengono tutte le forme quinarie che non soddisfanno al teo- 
rema di Hesse sotto la forma canonica : 

/= ?(*3 p i 4- a? 4 P 2 4- * 5 P 8 , x x , x 2 ), 
dove le P sono forme binarie d'eguale ordine delle x x , x r 
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i quali nello stesso tempo hanno rettificato un teorema di Hesse (*) , secondo il 
quale il criterio in discorso sarebbe espresso dalPannullarsi identico del covariante H 
che porta il suo nome, cioè del determinante funzionale delle prime polari di F- 

É risultato clic il teorema stabilito da Hesse non vale in generale, ma solo 
per le forme binarie . ternarie e quaternarie e per tutte le forme quadratiche , 
mentre già nel campo di 5 variabili omogenee esistono intere classi di forme, il 
cui Hessiano si annulla identicamente senza che tra le loro polari abbiano luogo 
relazioni lineari. 

Lo studio di Gordan e Nother si fonda sopra un'equazione lineare a derivate 
parziali , a cui soddisfanno F e le sue polari , e i cui coefficienti dipendono alla 
lor volta da un sistema d'equazioni a derivate parziali. 

Dall'insieme delle soluzioni di questo sistema bisogna separare quelle che sono 
funzioni intere delle variabili. 

Si fa ciò sottoponendo queste a trasformazioni razionali improprie, cioè tali 
che il determinante della trasformazione si annulli identicamente insieme ad un 
certo numero di minori. 

%) F orme speciali, la cui natura è caratteri zzata 
da equazioni differenziali algebriche. 

Poiché lo scorrimento di 2 forme può essere sostituito da un processo di de 
rivazione , e tutte le forme invariantive si riducono a scorrimenti , è chiaro teo- 
ricamente che, quando la degenerazione invariantiva di una forma o d'un sistema 
di forme è determinata dall' annullarsi di invarianti o dall' annullarsi identico di 
covarianti, la forma stessa deve soddisfare ad una o più equazioni differenziali al- 
gebriche, alla cui costruzione per la via accennata si oppongono per altro in pra- 
tica gravi difficoltà <li calcolo. 

Ancora più difficile sarebbe tuttavia ottenere inversamente gli equivalenti cri- 
teri invariantivi, quando fossero date tali equazioni differenziali per forme particolari. 

È imjfortantc per questo problema una proposizione che Bruno dimostrò an- 
zitutto per le forme binarie, che però secondo Hilbert e Perrin si estende facil- 
mente a forme superiori, una proposizione che ò atta a fornirci quella riduzione 
reciproca. 

Sia infatti f(w)=f una forma binaria nella variabile non omogenea x : 



fo = a x n + (*) </, x n ' 1 + . . . + a n 



(*) Journ. fttr Math. XLII p. 117-124 (1851), LVI p. 263-269 (1859). 
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o denotiamo con /",,/,» ... le derivato di /"rispetto ad x divise p$r certi fattori 
numerici semplici : 

Allora si ottiene immediatamente ogni covariante di f dal proprio termine 
principale sostituendo alle a, le ft. 

Di qui segue tosto, che ogni funzione F omogenea ed isobara dello f i è un 
covariante della f(x) il quale soddisfa all'equazione : 

dF dF dF 

Con questo mezzo Hilbert (*) ha mostrato come possono trattarsi dal punto 
di vista della teoria degli invarianti p. ca. le funzioni sferiche, e più in generale 
quelle seiie ipergeometriche F(a , $ , ? , x) che sono funzioni razionali intere 
di oo. Se F deve essere una forma binaria f di x, a (oppure p) si prenderà eguale 
ad un numero intero negativo - n ; n è allora l'ordine di f. 

Se 9 e <|/ denotano le seguenti forme, runa cubica e l'altra lineare, scrìtte in 
variabili omogenee : 

. . i . 3y + ?(n-l) 3? + n-i 



'(*) Dissert., Kfaigsberg 1885, Math. Ann. XXX p. 15-29 (1887). 

[Riguardo ad altre speciali forme e gruppi di sostituzioni, in quanto non se n'ò 
parlato nel testo, aggiungiamo ancora quanto segue. 

Le più semplici forme dei campi binario, ternario e quaternario furono studiate 
sistemati camente da Battaglini, con speciale riguardo all'interpretazione geometrica, 
sopra sostegni di 1° e 2° ordine. 

Forme binarie dei quattro primi ordini: Rend. Acc. Napoli 1864, 1865, 1866. 

Forme binarie del 5° ordine: Giorn. di mat. XIV p. 54-66 (1876). 

Forme binarie d'ordine qualunque: ivi IX p. 1-18, 78-86 (1871). 

(Per l'applicazione delle forme binarie quadratiche alla trasformazione del dif- 
ferenziale ellittico v. Rend. Acc. Lincei S. IV T. I p. 653-657 (1885), G. di mat. 
XXIV p. 128-140 (1886) ). 

Porrne binarie bilineari: Rend. Acc. Line. S. IV T. I p. 691-699 (1885), G. di 
mat* XXV p. 281-297 (1887) (queste forme sono state pure trattate diffusamente da 
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l'equazione differenziale lineare per F si trasforma senz'altro nell'equazione tra 
scorrimenti: 

e viceversa. 

La conoscenza delle forme 9 e ty permette anche di trovare tosto le trasfor- 



Stóphanos con applicazione alle rotazioni dello spazio intorno ad un punto fisso , 
Math. Ann. XXV p. 299-368, 1883). 

Forme ternarie quadratiche: Atti Acc. Napoli III 1867, G. di mat. Vili p. 38-59, 
129-156 (1870). 

Forme ternarie cubiche: Collectanea mathematica p* 27-51 (1881) (Combinanti 
della forma e della sua Hessiana nq} campo binario). 

Forme ternarie d'ordine qualunque: G. di mat. X p. 152-169, 193-205 (1872). 

Forme ternarie bilineari: Mem. Acc. Line. IX (1880) ; Atti Acc. Line. S. Ili 
T. V p. 24-26 (1881) ; G. di mat. XXI p. 50-68 (1883). 

Connessi ternari di 1<> ordine e di l a classe: Atti Acc. Napoli IX 1880, Rend. 
Acc. Nap. XIX p. 110-112 (1881). 

Connessi ternari di 2° ordine e di 2* classe: Atti Acc. Napoli Vili 1879, Rend 
Acc. Napoli XIX p. 316-328 (1881). 

Forme quaternarie bilineari: Mem. Acc. Line. XII 1882, Atti Acc. Line. S. Ili 
T. VI p. 40-42 (1882), G. di mat. XXI p. 293-323 (1883). 

Diremo ancora qualche cosa delle forme ternarie cubiche C v Poincaré (Journ. 
de Toc. polyt. L p. 199-253, LI p. 45-91, 1883) ha trattato completamente l'equiva- 
lenza algebrica (e in base a questa l'equivalenza aritmetica) di tali forme (ed anche 
delle quaternarie cubiche). Secondo il modo di comportarsi dei due invarianti S e T 
le C 3 vengono divise in 7 classi, e per ciascuna di queste vengono costruite le so- 
stituzioni che trasformano la forma in sé stessa. Su ciò si fonda l'equivalenza di 2 
forme C 3 e C' 3 , che viene ancora discussa in particolare pel caso di coefficienti e 
sostituzioni reali. 

In un lavoro posteriore (ivi LVI p. 79-142, 1886) anche le C 8 decomponibili 
vengono sottoposte ad una trattazione analoga. 

Gundelfinger aveva già prima mostrato come possano caratterizzarsi dal punto 
di vista della teoria degli invarianti tutte le degenerazioni d'una C 8 (Math. Ann. IV 
p. 561-572, 1871; Ann. di mat. S. II T. V p. 223-236, 1872; cfr. Gordan, Math. 
Ann. Ili p. 631-632, 1871); i suoi risultati furono semplificati da Brioschi (Ann. 
di mat. S. Il T. VII p. 189-192, 1875) e Thaer (Math. Ann. XIV p. 545-556, 1875) 
pel caso in cui C 3 si decompone in tre fattori lineari. 

Brioschi (Ann. di mat. S. II T. VII p. 52-60, 1875) ha studiato il parallelismo 
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inazioni lineari le quali danno ad f la forma della serie ipcrgeometrica F. Sono 
queste appunto quelle 6 trasformazioni mediante le quali la forma cubica <p as- 
sume il tipo canonico sopra indicato. 

Uno studio più profondo però rende possibile di eliminare anche le forme au- 



tra una C 3 ed una / 4 ; cfr. Hilbert, Journ. de math. S. IV T. IV p. 249-256 (1888) 
dove l'intimo fondamento dell'analogia risulta più chiaro. 

Brioschi fa di ciò un'interessante applicazione alla trasformazione del 3° ordine 
delle funzioni ellittiche corrispondenti alla f 4 ed alla C 3 già prima studiata da Cay- 
ley (Quart. j. XIII p. 211-216, 1874). 

Dingeldey ha indicato una trasformazione semplice che riduce una C 3 a di- 
scriminante nullo a forma canonica (Math. Ann. XXX p. 177-182 , 1888); Gross 
ha studiato la generazione di tali C 3 . 

Harnack si è occupato delle equazioni differenziali che secondo Clebsch si col- 
legano con certe forme intermedie delle C 3 (Math. Ann. IX p. 218-240, 1875). 

Alla conoscenza di alcune forme invariantive d'una C 3 hanno ancora contribuito 
Bonsdorff, Helsingfors (1876); Gerbaldi, Atti Acc. Torino XV p. 707-714 (1880); 
Maisano, Rend. di Palermo IV p. 153-158 (1890); ed altri. 

Pel significato geometrico delle più importanti forme appartenenti ad una C 8 
rimandiamo a Clebsch— Lindemann, I Bd. 2 Th. I Abth., dove si troveranno altre 
indicazioni bibliografiche. 

Le più semplici forme invariantive d'una forma quaternaria cubica, insieme alla 
loro interpretazione geometrica, si trovano nella Geometria dello spazio di Salmon- 
Fiedler, V Kap. Art. 317-324. 

Per quanto riguarda gruppi speciali di sostituzioni (v. I, A e II, D, a), dob- 
biamo aggiungere qualche cosa a quanto dicemmo intorno alle sostituzioni ortogonali. 

Prym (Gtòtting. Abh. 1892, 42 p.) ha esteso alle sostituzioni involutorie la rap- 
presentazione razionale dovuta a Cayley dei coefficienti d' una sostituzione ortogo- 
nale generale di n— esimo ordine mediante ^Ti(n—1) parametri fra loro indipen- 

denti. L'equazione caratteristica ha allora le sole radici +1 e —1. Se m è il numero 
delle prime, il numero dei parametri è 2mn. Viene poi dedotta una formola esplicita 
per l'insieme dei sistemi involutori, ed in particolare ortogonali-involutori, di coeffi- 
cienti, corrispondenti ad un numero m (su questi ultimi cfr. i lavori di Lipschitz. e 
di Kronecker citati in I, A). Un'altra deduzione e formulazione dei risultati in di- 
scorso è dovuta a Cornely (Dissert., Wtirzburg, pubblicata a Gò'ttingen 1892) , il 
quale del resto fa vedere come si possa passare dalle sue forinole a quelle di Prym. 

Hofmann ha tentato di dare una rappresentazione parametrica generale delle 
sostituzioni di carattere involutorio che mutano in sé stessa una funzione intera di 
2o e di 3o grado (Arch. der Math. S. II T. VIII p. 225-268, Ì889). 

H. Wiener ha studiato in generale con mezzi puramente geometrici i gruppi 
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siìiarie <p , ^. Si giunge cosi al risultato, che per caratterizzare la forma speciale 
è necessario e sufficiente l'annullarsi identico d'un certo covariante r, il quale può 
rappresentarsi in modo semplicissimo mediante 4 covarianti fondamentali noti. 



APPENDICE 



e) Questioni di realità. 

Esistono numerose, benché nella loro essenza assai diverse, applicazioni de- 
gl'invarianti, specialmente dd binari, alle proprietà di realità delle equazioni al- 
gebriche e dei sistemi di tali equazioni. 

Al periodo più vecchio appartengono le classiche ricerche (*) di Hermite e 
Sylvester, in cui tutte le differenze relative alla realità che possono presentare 
le radici d' un' equazione del 5.° ordine sono caratterizzate mediante criteri inva- 
riantivi. 

Cayley aveva già prima trattato il caso delle equazioni di 3.° e <ii 4.° ordine (* # ). 

La legge d'inerzia (***) di Sylvester e Jacobi per le forme quadratiche 
fu già sopra ricordata. 



di affinità involatone (riflessioni): Leipz. Ber. 1890 p. 13-23, 71-87, 245-267; 1891 
p. 424-447. 

Non possiamo trattenerci sulle teorie di particolari involuzioni, quali furono 
studiate per via geometrica da Bertini , Weyr ed altri. Lo stesso dicasi dell' in- 
terpretazione geometrica delle forme binarie sopra sostegni razionali, intorno a cui 
esiste già una estesa letteratura. 

(*) V. sopra. Cfr. Hermite Comptes Rendus 1853 I, Jacobi 1847, v. Journ. far 
Math. LUI p. 275-280, Sylvester Phil. Trans. 1864 p. 579-666, Cayley Vili mem. 
ivi 1867 p. 513-554. 

m {**) Una lacuna rimasta qui fu riempita da Noether, il quale mostrò come pos- 
sano esattamente separarsi l'un dall'altro anche i due casi di 4 radici complesse e 
di 4 radici reali mediante criteri invariantivi ( Bruno-Walter, Bin. Jform § 20 ). I 
modelli di Rohn a cui accenneremo più avanti rappresentano in modo intuitivo tutti 
i criteri di realità relativi alle radici d'un equazione del 4° ordine. 

(***) V. sopra. Riguardo al cap. I, A, rammentiamo che specialmente Weier- 
strass, Sylvester, Lipschitz, Stickelberger e Voss si sono occupati della trasforma- 
zione reale delle forme reali bilineari e quadratiche. 
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Al principio del periodo più recente si presenta Sehraram (*) con duo la- 
vori notevoli. L'antica questione completamente risolta da Stunn del numero delle 
radici reali d' un* equazione comprese fra dati limiti entra qui, dal punto di vista 
della teoria delle forme, in un nuovo stadio. Le funzioni di Sturm, di cui v'hanno 
a considerare i cambi di segno, vengono con lo stesso risultato sostituite da una 
serie di covarianti o di invarianti. 

In particolare si ottiene il teorema, che, se tutte le radici dell'equazione pri- 
mitiva /"=0 sono reali, quelle dell' Hessiano eguagliato a zero sono imaginarie, 
e reciprocamente. 

Sylvester i**) ha dimostrato questo teorema in altro modo, e nello stesso tempo 
lo ha esteso a tutti i covarianti di 2.° grado (nei coefficienti di f). 

D'altra parte Laguerre (***> riuscì a generalizzare essenzialmente i noti processi 
di separazione ed approssimazione delle radici reali mediante l'introduzione di mezsi 
ausiliari della teoria degl'invarianti (Y Hessiano ed altri), 

Recentemente l'autore di questo scritto (****) ha stabilito una specie di legge 
d'inerzia per le equazioni algebriche f ln+ì = di grado dispari. 

Esiste una serie limitata di covarianti /i , f t , .. , f n tale che \ì\ sistema delle 
n + 1 equazioni /*= 0, astrazion fatta da casi limiti, ammette un numero diradici 
reali indipendente dalla scelta dei coefficienti. 

Ricordiamo ancora brevemente alcune proprietà di realità di forme algebriche 
particolari, le quali devono la loro origine a questioni geometriche. 

Tali risultati si presentano fra l'altro sempre di necessità, ogniqualvolta si 
estende sistematicamente il dominio delle variabili d'una forma al campo complesso. 

Qui si presenta anzitutto l'interpretazione delia variabile complessa z-x + iy 
sulla superficie sferica, quale fu introdotta da Klein (*) in base alla circostanza 
che la trasformazione lineare di z trova la sua espressione geometrica sulla sfera. 

Se si costruisce il gruppo delle trasformazioni lineari di z che portano a coin- 



(*) Ann. di mat. S. Il T. I p. 259-279 (1867), T. Ili p. 41-55 (1869). 

(**) Journ. ftirMath. LXXXVII p. 217-219 (1879).— SulPHessiano v. anche Ger- 
baldi, Rend. di Palermo III p. 22-26, Schoute ivi p. 160-164 (1889). 

(***) Le sue ricerche comunicate in Comptes Rendus 1879-1882 furono da lui 
raccolte in una Memoria (Journ. de math. S. Ili T. IX p. 99-147, 1883). 

(****; G6ttinger Nachr. 1891 p. 272-286. 

(*) V. p. es. il Programma di Erlangen (1872). Recentemente Segre e Juel 
hanno studiato sistematicamente le proprietà proiettive delle più semplici forme del 
piano e dello spazio nel supposto che tanto le coordinate dei punti come i coeffi- 
cienti delle sostituzioni sieno quantità complesse: Segre, Atti Acc. Torino XXV, 
(1890 gennaio 28 p., marzo 30 p v aprile 23 p., novembre 40 p.). Math. Ann. XL 
p. 413-467 (1892); Juel, Act. Muth. XIV p. 1-30 (1890). 

VOL. zxxvi. 40 



Digitized by 



Google 



X 314 )( 

cidettta con se stesso un corpo regolare, e si sottopone ad esse un punto qualsiasi 
z della sfera, è facile riconoscere quali di questi valori di z sono reali : p. es. 
nel caso dell'icosaedro se ne hanno quattro (*). 

Wedckind ha studiato in questo senso il rapporto anarmonico di 4 punti sulla 
sfera ; si trova che esso può essere reale solo quando i 4 punti giacciono in un 
piano (**). 

Un' importanza speciale per la geometria delle curve piane e gobbe hanno le 
equazioni (binarie) da cui dipendono i punti singolari delle curve. 

Brill <***), scomponendo il discriminante di tali equazioni nei suoi fattori irri- 
ducibili e stabilendo le variazioni nella realità delle radici al passaggio del discri- 
minante per lo zero a seconda che la moltiplicità di quei fattori è pari o dispari, 
riuscì a dimostrare per via puramente algebrica l'esattezza d' una certa relazione 
tra i numeri delle singolarità, che Klein (****; aveva già prima trovata con mezzi 
geometrici intuitivi. 



(*) Math. Ann. IX p. 183-208 (1875). 

(**) Math. Ann. IX p. 209-217 (1875). 

(***) Math. Ann. XVI p. 345-408, specialmente § 7. 

(****) Math. Ann. X p. 199-209 (1876). Zeuthen aveva già prima studiato profon- 
damente i rapporti di realità delle 28 tangenti doppie d'una curva piana del 4° or- 
dine, nonché delle sue 24 tangenti di flesso (Math. Ann. VII p. 410-432, 1874). Si 
ottiene in particolare che il numero massimo dei flessi reali è 8. 

Una considerazione d'altro genere relativa alla realità si riferisce al numero dei 
rami reali d'una curva algebrica di n— esimo ordine. Pel piano Harnack ha dimo- 
strato (Math. Ann. X p. 189-198 , 1876) che tale numero è al jpiù eguale a 

p -f 1 = - (n — l)(n — 2) + 1, e che tale numero massimo di rami reali può effetti- 

vamente essere raggiunto. Hilbert ha fatto vedere che per le curve gobbe si deve 

sostituire a quel numero - (n — 2) 2 + 1 o - (n — l)(n — 3) + 1 secondochè n è pari 

o dispari, e che esistono anche in questo caso curve aventi tale numero di rami 
reali (Math. Ann. XXXVIII p. 115-138, 1891). 

Klein nelle sue lezioni (semestre d'estate 1892) sulle superficie di Riemann ha 
studiato la realità delle cosidette linee di simmetria. Cfr. Math. Ann. XLII p. 1-29 
(1893), dove si trovano altre indicazioni bibliografiche. 

Altri teoremi sopra il numero e la disposizione dei rami reali delle curve piane 
algebriche dotate di punti doppi sono dovali a Hulburt (Am, j. XIV p. 246-250, 1892;. 

Che esistono curve piane algebriche reali di n— esimo ordine con r (n - l)(n— 2) 
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Una corrispondente estensione alle curve gobbe è dovuta all'autore di questo 
scritto (*). 

f) Sopra un'applicazione della teoria delle forme 
alla struttura dei gruppi finiti e oontinui di trasformazioni. 

La teoria degl'invarianti presenta, come Lie ripetutamente ha notato, molte- 
plici rapporti colla teoria dei gruppi finiti e continui di trasformazioni. Un caso 
tipico di questa specie fu studiato da EngeT (**). 

Si tratta della determinazione di tutte le similare dei gruppi ad r para- 
metri (Zxisavimenselzungen der r—gliedrigen Grupptn). 

Una di queste è definita, come è noto, dalle relazioni : 



r 

(x 4 x») f = x< a k n - x» (x, o = £ c„, x, r , 

8=1 



dove le costanti e devono soddisfare unicamente alle condizioni 



r 

e,*, = - c hit , C ftif s 2j ( c *v c v;« + c yv <V« + c ju <\»#) = ° 0*,A/,s=l ,,. M r), 

Le X f =sX f f sono le trasformazioni infinitesime (linearmente indipendenti) 
del gruppo , le quali possono essere trasformate linearmente a piacere senza che 
varii la relativa slrullura. 



punti doppi reali (non isolati), si dimostra mediante il passaggio continuo da una 
curva di n- esimo ordine ad una di (w-f-l)-esimo. 

Del resto le circostanze di realità delle radici delle equazioni che determinano 
le singolarità sono ancora poco note. 

(*) Gòtt. Nachr. 1891 p. 1-13. Come esempio fu studiata una curva gobba ra- 
zionale del 4° ordine in rapporto alle circostanze di realità delle sue singolarità. 
Rohn ha costruito dei modelli in fili che illustrano tali circostanze (specialmente 
per la sviluppabile corrispondente). Cfr. due Note nei Leipz. Ber. 1891, 1892. 

(**) Leipz. Ber. 1886 p. 83-96. — Sarebbe assai desiderabile un ulteriore svi- 
luppo della ricerca incominciata da Engel. 
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Se pertanto si scrivono le equazioni che definiscono la struttura per due com- 
binazioni lineari qualunque delle X : 

F(acy;X) = ( £as«X, , ^^X^J^ .£ c ik8 x iyh X t , 

\i=l *=i / i,*,f-i r 

la forma triiineare F, oppure l'equazione F = 0, rappresenta appunto la struttura 
del gruppo, nel senso clie tutte le forme che si ottengono da F mediante tra- 
sformazione lineare delle x , y , X (dove le X sono controgredicnti alle x , y tra 
loro cogredienti) danno la stessa struttura. 

Non si ha più quindi che a studiare la forma V dal punto di vista della teoria 
degl'invarianti, a costruire il suo sistema completo, etc. 

In base alle relazioni tra le e la forma F resta definita come la più generale 
forma triiineare per cui i due covarianti : 

si annullano identicamente. La prima condizione esprime semplicemente che F 
rappresenta una forma bilinearc alternante rispetto alle x, y. 

Quanto al significato della seconda condizione , consideriamo per un istante 
F = come il simbolo d' una collineazione infinitesima : 

r 

y^.x^+aF^o. 

Tali collincazioni generano allora il gruppo aggiunto del dato , cioè un gruppo 
proiettivo isomorfo al dato. 

L'annullarsi del secondo covariante acquista ora il significato, che ogni tra- 
sformazione infinitesimo, del gruppo aggiunto lascia invariata la forma F. 

Come un'importantissima applicazione di tale interpretazione si ha, che ogni 
varietà lineare delle x , la quale è un covariante di F , rappresenta un sotto- 
gruppo invariante del primitivo. 

Per le ulteriori conseguenze concernenti la teoria dei gruppi rimandiamo alla 
Nota di Engel. 

(La continuazione conterrà anche Vindice degli autori citati). 
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GLI ELEMENTI IMMAGINARI NELLA GEOMETRIA 

MONOGRAFIA STORICA 

DI 

ANGELO RAMORINO. 

{Continuazione e fine v. Voi. XXXV pag. 242-258). 



Ritornando , invece , stil terreno puramente geometrico e riprendendo le 
mosse dai metodi diMonge , Carnot , Poncelet , Chasles ,-fecondi, 
è vero, di buoni risultati, ina non sempre del tutto rigorosi, si che non è da 
maravigliarsi se più tardi essi non riuscivano a soddisfare completamente ed 
apparivano « ... non solo come oscuri, ma anche, in molti casi, come insufficien- 
ti (') », - attraversiamo un periodo nel quale molti illustri matematici, e tra questi 
il grande Steiner (1796-1863), non si occuparono di far progredire la Geo- 
metria imaginaria, mantenendola in quella cerchia nella quale Poncelet e 
Chasles l'avevano lasciata (*). Finché giungiamo a Staudt (1798-1867); il 



i}) Klein — Zur Interpretation der complexen Elemente in der Geometrie, Ma- 
thematische Annalen, Voi. 22 , p. 242. 

(*) Nella seconda parte delle Steiner* s Vorlesungen ilber synthetische Geo- 
metrie, e cioè nella Iheorie der Kegelschnitte gestiltzt auf projectiviscke Eigenschaf- 
ten (Leipzig , t866), pubblicata dallo SchrCter, questi introdusse verso la fine 
la locuzione di coppia di punti imagi nari per significare (con S t a u d t) un' invo- 
luzione ellittica su una punteggiata ; come pure, attenendosi ai concetti di S t a u d t , 
egli intende per conica imaginaria ia conica fondamentale di una elliptische Netz } 
di una polarità, cioè , nella quale non v' ha alcun punto (reale) che sia sulla sua 
polare. 
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quale, compiacendosi della questione geometrica degli elementi imaginari, riuscì 
a creare per essi una vera e rigorosa teoria sintetica (*), unicamente servendosi 
di enti che la Geometria pura fosse atta a fornirgli. 

Fin dall'anno 1847 egli aveva , nella sua « Geometrie der Lage » (*J , in- 
trodotto la locuzione di « coppia di elementi imaginari » ma col solo scopo 
(per il quale s' era pure servito delle locuzioni di « conica imaginaria » , di 
« superficie conica imaginaria » , ecc.) di abbreviare gli enunciati di alcune 
proposizioni relative alla teoria delle coniche, quadriche, ecc. 

Non cosi più tardi, quando all'inconveniente , prodotto dal considerare gli 
elementi imaginari a coppie nel caso che la considerazione si volesse o dovesse 
limitare a un'elemento imaginario isolato, ovviava nei suoi « Beitr&ge » ( 8 ) , 
venuti alla luce in tre fascicoli rispettivamente negli anni 1856, 1857, 1860. In 
questi, che meritano di essere considerati « come saggio, elementare in vero , 
della Geometria di posizione, così detta nel piU stretto senso della parola] e come 
trattato di Geometria imaginaria o ideale » ( 4 ) , l'Autore definisce un elemento 
imaginario di prima specie come un* involuzione ellittica in una forma fonda- 
mentale di prima specie, alla quale si unisca, però, uno dei due versi della for- 
ma medesima ; e , precisamente , l'elemento in discorso lo chiama punto imagi- 
nario, retta imaginaria di prima specie, piano imaginario a seconda che la for- 
ma, nella quale si considera l'involuzione è una punteggiata, un fascio piano 
di rette, un fascio di piani. 

In modo analogo egli definisce, poi, la retta imaginaria di seconda specie 
(per lo studio della quale spesso si serve anche delle involuzioni rigate) , as- 
sumendo come suo rappresentante reale un'involuzione ellittica ( 6 ) fra le gene- 



(') La quale teoria, come si può dimostrare, coincide perfettamente,- a parte, 
ben inteso, la diversità dei metodi,— con quella dell' Hamilton. 

( 2 ) S t a u d t — Geometrie der Lage , Nlirnberg , 1847. 

( 8 ) 8 1 a u d t — Beitrttge zur Geometrie der Lage , Niirnberg , 1856—60. 

( 4 ) Cremona — Sopra un'opera del Signor Dottor Georg Karl Chri- 
stian V. Staudt sotto il titolo u Beitr&ge zur Geometrie der Lage „ , Ann. di 
mat. del Brioschi, 1858, T. I, p. 125. 

( 6 ) Una coppia di elementi imaginari qualunque non è altro, dunque, che un'in- 
voluzione ellittica , non già la coppia di elementi doppi di un 1 involuzione ellittica , 
che queste ne è priva, volendo, però gli etementi imaginari così definiti si possnno 
poi chiamare gli elementi doppi (imaginari) dell'involuzione ellittica che li rappre- 
senta ; in quanto che, non esistendo per una siffatta involuzione elementi doppi nel 
senso ordinario, si può dare in tal caso alla locuzione un nuovo significato che si 
distingue da quello originario mercè l'aggiunta dell'aggettivo imaginari m 

E ciò è ben diverso da quanto era stato fatto prima, per esempio da Ponce- 
let, Chasles, Steiner (i quali, come s'è detto, assumevano come definizione 
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ratrici di tma stessa schiera di una quadrica, unitamente alla quale involuzione 
si consideri uno dei due versi che si possono imaginare nella forma scelta 
come base. 

In ogni caso, dunque, l'involuzione ellittica che si considera sta a rappre- 
sentare due elementi imaginari (imaginari coniugati) ; e questi vengono , poi , 
ad essere bene distinti l'uno dall'altro mediante l'aggiunta del verso così, come 
in Analisi due quantità complesso-coniugate si distinguono per mezzo del segno 
dell'unità imaginaria. L'uno o l'altro dei due elementi imaginari si potrà rap- 
presentare dando due coppie qualunque dell'involuzione (coppie che , natural- 
mente, si separano) e convenendo che l'ordine, nel quale vengono nominati gli 
elementi di queste coppie, sia quello stesso col quale essi si seguono nella for- 
ma considerata, quando questa s'imagini descritta nel senso richiesto. Cosi, se 
aa % e òò, sono le due coppie, con la notazione ab a i b i (oppure ba % b K a o a,ò, ab 
o b t a ba t ) si rappresenterà uno dei due elementi imaginari coniugati della forma 
(cioè l'involuzione ellittica che ha per coppie di elementi coniugati aa % , bb ì e 
nella quale si considera il senso aba t ) mentre con la notazione afiab^ (oppure 
ba b i a i o ab t a % b o b i a ì ba) si rappresenterà l'elemento imaginario coniugato (cioè 
l'involuzione che ha pure aa ì , bb % per coppie di elementi coniugati ma nella 
quale si considera il verso a, ba). 

In tal guisa gli elementi imaginari vengono introdotti non solo a coppie 
ma isolati, e vengono introdotti come veri enti geometrici reali, sui quali si può 
fissare l'attenzione, intorno ai quali si può ragionare come se si trattasse di enti 
reali qualunque. E con essi appunto, non più disgiunti dagli elementi reali, lo 
S t a u d t prosegue il suo cammino , sempre egualmente piano , attraverso alla 
Geometria imaginaria', della quale mi sia lecito riportare qui i concetti prin- 
cipali. 

L'Autore chiama tetradi (W tir fé) quei gruppi di quattro elementi di una 
stessa forma elementare, per i quali si tiene conto non solo del loro ordine di 
successione ma anche della forma cui essi appartengono; sì che, per esempio, 
oltre a distinguere la tetrade ABCD dalla tetrade ABDC, bisogna anche, quando 
gli elementi A , B , C , D siano comuni a due forme elementari non sovrapposte, 
distinguere la tetrade ABCD dell'una forma dalla tetrade ABCD dell'altra. Due 
tetradi ABCD e AfB^J), , rispettivamente delle forme elementari G e G, , si 



di due elementi imaginari quella di essere essi gli elementi doppi di un'involuzione 
priva di elementi doppi), e venne fatto anche dopo S t a u d t da parecchi autori , 
che definiscono gli elementi imaginari come i due elementi uniti di una proiettivi tà 
tra forme di 1* specie sovrapposte non avente elementi uniti (reali). Così fa , ad 
esempio, il Reye nella sna pregevolissima u Geometrie der Lage „ , la quale, di- 
scorde in parecchi punti da quella di S t a u d t , servi nou poco, non ostante la sua 
originalità, a divulgare i metodi dell'opera staudtiana medesima. 
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dicono proiettive fra loro quando le forme G e 6, si possono riferire proietti- 
vamente in guisa, che agli elementi A,B,C,D dell'una corrispondano gli elementi 
A, , B, , C, , D, , dell'altra. Con quattro elementi d'una forma elementare si pos- 
sono formare , variando in tutti i modi possibili il loro ordine di successione , 
24 tetradi , tra le quali di armoniche ve ne sono o otto o nessuna ; nel primo 
caso, ciascuna delle 24 tetradi è proiettiva ad altre sette, nel secondo caso, ad 
altre tre. Una tetrade, poi, si dice propria^ se gli elementi che la costituiscono 
sono quattro elementi distinti di una stessa forma elementare; impropria , se 
dei suoi elementi tre sono distinti e uno di questi è ripetuto due volte, e pre- 
cisamente, si dice impropria di 1», di 2 a , e di 3* specie a seconda che ha la 
forma abca o baac, la forma abcb o babc o la forma abcc o ccab. 

Ciò posto le rappresentazioni ab a i b % , efe K f x di due elementi imaginari o 
anche due rappresentazioni ab a x b % efe % f % di uno stesso elemento imaginario 
vengono dette proiettive, quando sono proiettive fra loro le due tetradi db a, b % , 
e f e ìfv Così pure, si chiama armonica la rappresentazione abafi^ d'un elemento 
imaginario, quando armonica è la tetrade aba % b y . 

Questa rappresentazione, quando si tratta di un punto imaginario al finito 
contiene come caso particolare quella di esso punto mediante due punti reali, 
presi in un determinato ordine, rappresentazione che (a meno della considera- 
zione dell'ordine) fu, come ho già detto e avrò campo ancora di far notare, 
usata da parecchi altri, e prima e dopo lo Staudt. 

Sia , per esempio , P un punto imaginario al finito. Poiché , come osserva 
l'Autore al n.<> 118, per ogni elemento imaginario esiste sempre una ed una sola 
rappresentazione armonica che parta da un elemento qualunque della forma 
sostegno, esisterà una e una sola rappresentazione armonica ABCD del punto P, 
che parta dal punto all'infinito A del sostegno reale di P. Ma il punto all'infi- 
nito A della retta BD e il suo coniugato armonico C rispetto a B e D sono 
perfettamente determinati quando si conoscono B e D ; dunque, rappresentante 
del punto imaginario P si può assumere la coppia (B,D) di punti reali e, com'è 
chiaro, a rappresentante del punto imaginario coniugato , il quale avrebbe per 
rappresentazione armonica la tetrade ABCD, la coppia (D , B). 

Una volta definiti nel modo detto i vari elementi imaginari che si dovranno 
considerare in seguito (e non se ne ottengono altri, procedendo al solito modo 
di ricorrere agli enti algebrici) , ecco come Staudt ne definisce le relazioni 
d'incidenza sia tra loro, che di essi con elementi reali. 

Si dice che un elemento imaginario AB A t B, giace in (o passa per) un ele- 
mento reale, quando giace in (o passa per) quest'elemento reale ogni elemento 
dell'involuzione AA X , BBj , ... Cosi ogni punto imaginario giace in una retta 
reale e in ognuno dei piani reali che passano per essa retta (sostegno reale del 
punto imaginario) ; e dualmente. Ogni elemento reale , che passa per (o giace 
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in) uno di due elementi imaginari coniugati , passa anche per (o giace anche 
nel) l'altro. Ecc. ecc. 

Si dicono poi incidenti un punto imaginario ABA^B, e un piano imaginario 
EFE 1 F I (ossia si dice che il punto giace nel piano o che questa passa per quello) 
quando il sostegno reale u del punto e l'asse reale s del piano coincidono, op- 
pure quando l'involuzione A A, ,BB,... nella punteggiata e l'involuzione EE, , 
FF, ... nel fascio di piani sono prospettive e, di più, il verso ABA, coincide col 
verso EFE, ; nel qual secondo caso, ad ogni rappresentazioue ABA,B, del punto 
imaginario è prospettiva una rappresentazione *(ABA,B,) del piano imaginario 
e ad ogni rappresentazione EF E,F, del piano imaginario è prospettiva una rap- 
presentazione miEFEjF,) del punto imaginario.— Analogamente, si dice che una 
retta imaginaria di prima specie gg x hh ì , la quale giace sempre in un piano 
reale e passa sempre per un punto reale, passa per il punto imaginario ABA,B„ 
quando l'involuzione gg x , hh ì ... nel fascio di rette e l'involuzione AA, , BB, , ... 
nella punteggiata sono fra loro prospettive e, di più, il senso ghg x coincide col 
senso ABA, , si che ad ogni rappresentazione d'uno dei due elementi imaginari 
è prospettiva una rappresentazione dell'altro ; e dualmente. 

Così ancora: Un punto imaginario ABAjB, da una retta reale 8, che con 
esso non giaccia nello stesso piano reale, è proiettato mediante un piano ima- 
ginario «(ABAjB,), e da un punto reale S, che non stia sul suo sostegno reale, 
è proiettato mediante una retta imaginaria di prima specie S (AB AjB,). — Una 
retta imaginaria di prima specie a ba t ò, , alla sua volta , da un punto M , che 
con essa non giaccia nello stesso piano reale, viene proiettata mediante un piano 
imaginario M(ci^a l 6 l ).~ Due rette imaginarie di prima specie, aventi comune un 
punto imaginario, giacciono in uno stesso piano reale o imaginario a seconda, 
che la retta che congiunge i loro punti reali taglia , ovvero non , il sostegno 
reale di quel punto imaginario. E dualmente. 

In quanto, poi, ad una retta imaginaria di seconda specie ghg^ ,-la quale 
si distingue da quella di prima specie per questo , eh' essa né giace in alcun 
piano reale né passa per alcun punto reale, si che la si potrebbe anche chia- 
mare (come vedremo che appunto fece l'August) retta completamente imagi- 
naria, — si dice ch'essa passa per il punto imaginario AB AjB, , quando l'invo- 
luzione AA, , BB, ... nella punteggiata è contenuta nel sistema involutorio gg % , 
hh % ... e, di più, il verso ABA, coincide col verso ghg } , sì che ad ogni rappre- 
sentazione AB A X B, del punto imaginario sono prospettive infinite rappresenta- 
zioni della retta imaginaria ; e dualmente. 

Una retta imaginaria di seconda specie e una retta reale hanno un punto 
imaginario comune e giacciono nello stesso piauo imaginario ovvero non hanno 
alcun punto imaginario comune e non giacciono in uno stesso piano imaginario 
e seconda, che quella retta reale è, ovvero non, un raggio del sistema involu- 
torio che definisce la retta imaginaria. Una retta imaginaria di seconda specie 
vol. xxxvi. 41 
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ghg K h x da un piano reale è tagliata in un punto imaginario, il cui sostegno reale 
è quel raggio del sistema involutorio gg t , hh i ... il quale giace nel piano ; e dual- 
mente. Due rette imaginarie di seconda specie coniugate tra loro non hanno alcun 
punto comune né giacciono in uno stesso piano. Da quattro rette reali, le quali 
non siano tagliate da una medesima retta reale, sono determinate due rette ima- 
ginarie di seconda specie coniugate tra loro, ciascuna delle quali taglia le quattro 
rette date. Da due punti imaginari non giacenti in uno stesso piano reale è de- 
terminata una retta di seconda specie che li congiunge , e dualmente ; mentre 
da due punti imaginari, giacenti in uno stesso piano reale, ma non su una stessa 
retta reale, è determinata una retta imaginaria di prima specie che li congiunge, 
e dualmente. Da due rette imaginarie passanti per uno stesso punto reale ma 
non giacenti in uno stesso piano reale, è determinato un piano imaginarie che 
le contiene entrambe; e dualmente. Ecc. ecc. 

Passando poi alla considerazione degli elementi imaginari nelle proiettività 
reali, S t a u d t osserva che , quando due forme semplici reali sono riferite fra 
loro proiettivamente, per quanto riguarda i loro elementi reali,— siccome ad ogni 
tetrade reale ordinaria ABCD (così chiamando una tetrado i cui elementi 1° e 
3° siano separati dagli elementi 2<> e 4°) dell' una forma corrisponde neli' altra 
pure una tetrade reale ordinaria A^C^D, , - ad un elemento imaginario ABCD 
dell'una forma viene a corrispondere nell'altra un elemento imaginario A,B 4 C,D 1 , 
Di qui segue che, se EFGH è un'altra rappresentazione dell'elemento imaginario 
ABCD dell'una forma ed E^G,!!, è la tetrade dell'altra forma che corrisponde 
ad EFGH , allora anche E,F, G,H, sarà un'altra rappresentazione dell' elemento 
imaginario A,B,C|D, ; si che ad ogni rappresentazione EFGH d'uno tra due ele- 
menti imaginari omologhi corrisponde una rappresentazione E^GjH, dell'altro. 
Si ìia ancora : che , se ogni elemento reale dell' una forma giace nel corrispon- 
dente elemento reale dell'altra, anche ogni elemento imaginario della prima giace 
nell'omologo elemento imaginario della seconda ; — che ad ogni tetrade armonica 
imaginaria corrisponde una tetrade armonica imaginaria; e cosi via. 

Analogamente, quando due spazi sono riferiti fra loro proiettivamente ri- 
spetto ai loro elementi reali, ad ogni elemento imaginario dell'uno viene a cor- 
rispondere un elemento imaginario dell'altro e, siccome ad ogni forma semplice 
reale corrisponde una forma semplice reale, così ad ogni elemento imaginario 
di prima specie dell'uno spazio corrisponderà un elemento imaginario di prima 
specie dell'altro. Così, per esempio, se gli spazi sono reciproci, ad ogni punto 
imaginario ABCD dell'uno corrisponderà nell'altro un piano imaginario AfB^D,, 
ad ogni retta imaginaria di prima specie S(ABCD) passante per il punto ABCD 
una retta imaginaria di prima specie S,(A|B|C|D,) giacente nel piano A I B I C 1 D„ 
ad ogni piano imaginario passante per il punto ABCD un punto imaginario gia- 
cente nel piano A^CjD,. Cosi pure, ad ogni retta imaginaria di seconda specie 
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viene a corrispondere una ietta imaginaria di seconda specie a x b % c % d % in quanto," 
che ad ogni piano che passa per la retta ab ed e, quindi , per tutti i punti di 
essa corrisponde un punto della retta a, 6, e, d % , e ad ogni punto della retta 
ab ed un piano per la retta a ì b i c ì d v Corrispondendosi, poi, nei due spazi due 
quadrilateri completi piani, ad ogni tetrade armonica dell'uno, di una forma 
semplice sia reale che imaginaria, corrisponde una tetrade armonica dell'al- 
tro. Ecc. ecc. 

Riguardo, poi, alle polarità reali e alle curve e superficie di 2° ordine de- 
finite per mezzo di esse cioè come luoghi (fondamentali), in un sistema polare 
risp. del piano o dello spazio, dei punti situati sui loro elementi (retta o piano) 
polari, o come inviluppo degli elementi (retta o piano) contenenti i loro poli, 
già nella Geometrie der Lage l'Autore aveva introdotto , come si è detto , le 
coniche imaginarie (e, del pari, le superficie imaginarie) come coniche fonda- 
mentali di polarità reali, in cui non vi sia alcun punto (reale) posto sulla sua 
polare : ottenendo cosi il duplice vantaggio di generalizzare alcune proposizioni 
della Teoria delle coniche (dipendenti dalla polarità), e di poter più tardi par- 
lare rigorosamente del cerchio imaginario (luogo dei punti ciclici di tutti i piani 
dello spazio), secondo il quale il piano all'infinito è secato da tutte le sfere e 
dalle superficie fondamentali imaginarie di tutte le stelle ortogonali. E pure 
nella Geometrie der Lage si era già occupato delle coppie di punti d'intersezione 
di una conica (reale o imaginaria) con una retta qualunque r del suo piano, e 
delle coppie di tangenti ad una conica (reale o imaginaria) da un punto qua- 
lunque S, del suo piano, anche quando queste coppie sono di punti ( o di tan- 
genti) imaginari; definendole come le coppie degli elementi doppi dell'involuzio- 
ne,— risp. sulla retta r o nel fascio di centro 9,— in cui si considerino come coniu- 
gati due elementi che siano coniugati nella polarità considerata. 

Nei Beitrage, lo studio, anche in questo campo delle polarità reali, è più 
ampio, più generale, più profondo. E cosi doveva essere naturalmente, in quanto 
che ivi gli elementi imaginari non si presentano più solo a coppie, bensì anche 
isolati ; sì che si hanno, ad esempio, le proposizioni (con le loro duali): Se una 
retta imaginaria ab ed e una conica reale dello stesso piano hanno comune un 
punto reale, esse si tagliano anche in un punto imaginario.— La conica fonda- 
mentale di una data polarità piana da una retta qualunque imaginaria del suo 
piano , la quale non la tagli in un punto reale né le sia tangente , è incon- 
trata in due punti imaginari, i cui sostegni reali sono separati armonicamente 
dal punto reale della retta imaginaria e dalla sua polare.— Ogni piano imagi- 
nario A6CD, il cui asse reale giace su una superficie rigata F, taglia la su- 
perficie ancora in una retta imaginaria di 2 a specie. La superficie fondamentale 
F di un sistema polare reale dello spazio da ogni piano imaginario P ad 
essa tangente, il cui asse reale non giacia sulla superficie, è incontrata e se- 
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condo due rette imaginarie di la specie o secondo due rette imaginarie di 2 a 
specie. Ecc. ecc. 

Dai sistemi polari si passa, poi, alle proietti vita più generali tra forme di 
1* specie e da queste a quelle tra forme di 2* e $* specie, attraverso ad uno 
studio^ felicissimo e sottile del verso e delle catene di elementi nelle forme sem- 
plici : studio accuratissimo, fondato sulla retta imaginaria di 2 a specie, del quale 
riporterò qui i concetti generali. 

Se P,Q,R,S sono quattro elementi d'una stessa forma semplice, allora 
l'elemento So giace nel verso PQR, (rappresentato anche da QRP o RPQ) op- 
pure giace nel verso, opposto a questo, FQP (o QPR o PRQ) od anche può es- 
sere neutro per l'uno e, quindi, anche per l'altro verso. Siano P,Q,R,S quattro 
punti situati in una stessa retta ab ed imaginaria di 2* specie. Quando i so- 
stegni reali p , q ,r , s di questi punti appartengono ad una stessa schiera di 
rette, allora si dirà che il punto S è neutro per il senso PQR, ossia che PQRS 
è una tetrade neutra. Ma, quando la retta s non appartiene alla schiera pqr , 
ed EFGH è una rappresentazione del punto S, allora si dirà che S giace nel 
verso PQR o nel verso RQP a seconda, che è la schiera di rette pqr ovvero 
la schiera rpq quella descritta nel senso EFG. Nel 1° caso, le schiere di rette 
abe e pqr sono descritte per lo stesso verso rispetto alla punteggiata *, nel 2° per 
versi contrari. Considerazioni duali per il caso che P,Q,R,S siano quattro piani 
che si tagliano in una stessa retta ab ed imaginaria di 2 ft specie. 

Se due tetradi PQRS , P,Q,R,S, si dicono, rispetto al verso, della stessa 
specie, quando gli elementi S e S, si comportano allo stesso modo risp. per i 
versi PQR è P^R, , ossia quando l'elemento S giace nel verso PQR o nel suo 
opposto RQP o è neutro perii senso PQR a seconda, che l'elemento S, giace! 
nel verso P|QiR, ovvero nel suo opposto R,Q,,P o è neutro per il senso P^R, 
si dimostra, sempre basandosi sulla retta imaginaria di 2 a specie, che due te- 
tradi sono, rispetto al senso, della stessa specie in parecchi casi, per esempio, 
in particolare, quando sono fra loro prospettive, oppure sono tetradi omologhe 
in due forme semplici fra loro proiettive , — ...; tenendo in ciò presente che : 

« Se P , Q , R , S sono quattro punti giacenti in una stessa retta reale od 
imaginaria di l a specie, ed u è una retta imaginaria di 2 a specie che non in- 
contra la prima retta, si dice che il punto S è nel verso PQR o nel verso RQP 
ovvero che è neutro per il verso PQR a seconda, che il piano wS è nel verso 
m(PQR) o nei verso w(RQP) ovvero è neutro per il senso w(PQR) » ; e dual- 
mente per quattro piani P, Q, K, 8\ — « Quando i quattro piani R, Q, R, S 
s' incontrano in una sressa retta u e da un' altra retta u i non avente alcun , 
punto comune con la prima sono incontrati nei punti P, , Q, , R,,S, , allora il 
punto S, si comporta rispetto al senso P, Q, R t come il piano S rispetto al 
senso PQR * : — « Quando p, q, r, s sono quattro raggi d'uno stesso fascio 
di raggi ed u è una retta qualunque del piano del fascio ma non passante per 
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il centro di questo, allora il raggio * appartiene al senso pqr o al verso rqp 
ovvero è neutro per il senso pqr a seconda, che il punto, us è nel verso u(pqr) 
o nel verso u(rqp) ovvero è neutro per il senso u(pqr) ». 

Ora, se P , Q , R sono tre elementi di una medesima forma semplice, anche 
per ognuno di questi si deve dire che è neutro per il senso PQR. Da questi tre 
elementi è determinata una catena PQR... contenuta nella forma considerata, 
chiamando catena il luogo di tutti quegli elementi della forma, che sono neutri 
per il senso PQR. 

Quando in una forma semplice, di cui P , Q , R , P, , Q, , R f sono elementi, 
il verso PQR coincide col verso P, Q, R„ le due catene PQR... , P, QiRj ... 
coincidono; e, quando gli elementi P, Q , R , P, , Q, , R t appartengono ad una 
stessa catena, il senso P,Q,R t coincide o col verso PQR o col verso RQP. - 
Due elementi P , Q si dicono separati da due altri Q , S della stessa forma, 
quando il senso PQR coincide col senso RSP e, quindi, anche il senso QRS col 
senso SPQ ; sì che tra quattro elementi di una catena vi sono sempre due cop- 
pie che si separano. In particolare, se PQRS è una tetrade armonica, le coppie 
PR e QS si separano. — Se due forme semplici sono riferite fra loro in modo, 
che ad ogni elemento dell'una corrisponda un elemento dell'altra, ad ogni tetrade 
neutra una tetrade neutra, ad ogni catena una catena, allora anche ad ogni te- 
trade armonica dell'una corrisponde una tetrade armonica dell'altra. Ecc. ecc. 

Posti questi fondamenti, si passa, come ho detto, ad uno studio più gene- 
rale delle proiettività tra forme semplici e , più generalmente , tra forme ele- 
mentari, tra sistemi, e si viene, poi, a parlare di proposito delle tetradi, defi- 
nendo su esse,— una volta introdotta la definizione di tetradi coniugate, dalla 
quale segue che ogni tetrade neutra è autoconiugata , — le operazioni di addi- 
zione, moltiplicazione, elevazione a potenza, ed assegnando alle tetradi valori 
rappresentabili con numeri complessi (*). Dopo di che , e dopo aver stabilito 



(*) Dati tre elementi A,8,C di una forma elementare e date due tetradi U,U,, 
si dice somma di queste, e si rappresenta con U-l-U!, la tetrade ABCS , ottenuta 
determinando gli elementi D , D, della forma in modo, che si abbia ABCD = U, 
ABCD f = U,, e costruendo l'elemento S coniugato ad A nell'involuzione CC, , 
DD, , . . . . 

Per somma, poi, di m tetradi U , U, , , U m _, , che si rappresenta con 

IN U| + . • . + U m _ f , s'intende la tetrade, che si ottiene diminuendo di un'unità 
per volta il numero delle tetradi date col sostituire successivamente a due qualun- 
que di esse la* loro somma. Si dimostra che questa somma gode la proprietà com- 
mutativa e associativa e, quindi, tutte le proprietà della somma di più numeri, le quali 
dipèndano da queste due ; — che , se U , U, , . . . , U m ^% sono eguali rispetti v. alle m 
tetradi V , V, , . . . , V m _! , la somma delle prime m è eguale alla somma delle se- 
conde m ; — che, se le prime m tetradi sono coniugate alle seconde m, anche la somma 
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nelle varie forme i sistemi di coordinate (proiettive) , si ritorna allo studio più 
generale delle coniche |e quadriche , della determinazione di queste mediante 
punti, - delle varie specie di fasci che esse possono formare, — delle varie 
specie di collineazioni , — delle linee sghembe di 3° e 4° ordine,,.., della cur- 



delle prime è una tetrade coniugata alla somma delle seconde ; — che la somma di 
tetradì neutre, come pure la somma di due tetradi fra loro coniugate, è una tetrade 
neutra ; — che da due tetradi U e U, è sempre determinata una tetrade U t tale , 
che sia U = U, + U t ; — che la somma di due tetradi che differiscono solo per l'or- 
dine dei primi due elementi, o degli ultimi due , è una tetrade di 2 a specie ; ecc. 
Due tetradi si dicono opposte^ se la loro somma è nulla.— Con wiU (m volte U) s'in- 
tende la somma di m tetradi tutte eguali ad U ; ed è w(U + U,) = wiU -f m\J K , 
w(U + U,+U l ) = mU4«U 1 +9nU t ,...; («i4n)U=mU4nU; se U=Uj , allora è anche 
wU=*nU, ; se U=0, è anche wU=0; se U e U, sono opposte, tali sono anche mU 
ed mU, ; se U e U, sono coniugate, pure fra loro coniugate sono mU e «tU, ; ecc. ecc. 

Dati tre elementi M , A , N di una forma elementare e date due tetraili U , U f 
nessuna delle quali sia una tetrade impropria di 1* o 3* specie, si dice prodotto 
di queste, e si rappresenta con UU, , la tetrade MA NA 2 , ottenuta determinando 
gli elementi A, , A t della forma in modo, che sia MA NA f = U e MA, NA 2 = U,. 
Analogamente, dati tre elementi M, A, N di una forma elementare e date m tetradi 
U , U, , ... , U m _, , nessuna delle quali sia impropria di 1* o B x specie, se si de- 
terminano gli m elementi A, , A t , ... , A w della forma tali, che si abbia MANA,-=U, 
MA, NA 2 = U f , . . , MA W _, NA m = U m _, , si dice prodotto delle m tetradi date , e 
si rappresenta con U, U t ... U w _, , la tetrade MANA m . Si dimostra che il prodotto 
di più tetradi gode le proprietà commutativa, associativa, distributiva e, quindi, 
tutte quelle del prodotto di più numeri , le quali da esse dipendano ; — che il pro- 
dotto di due tetradi, una delle quali sia una tetrade qualunque impropria di 2* spe- 
cie, è eguale all'altro fattore ; — che il prodotto di m tetradi, risp. coniugate ad altre 
t/i, ò una tetrade coniugata al prodotto delle seconde tw; — che il prodotto di te- 
tradi neutre è una tetrade neutra ; — che il prodotto di una tetrade armonica con 
una tetrade qualunque è l'opposta di quest'ultima, e, se due tetradi sono opposte, 
allora ciascuna di esse è il prodotto dell'altra con una tetrade armonica ; — che da 
due tetradi ne sono determinate due altre , la cui somma è eguale all'una e il cui 
prodotto è eguale all'altra delle due date;— che da una tetrade non neutra J e da 
una tetrade W sono determinate due tetradi neutre U,V, tali, che sia W=U+VJ;~ 
che, dette reciproche o inverse (l'una reciproca dell'altra) due tetradi, il cui prodotto 
sia eguale all'unità (quali, ad esempio, MANA, e MA f NA=NAMA,) , una tetrade 
MAN A, , la quale sia eguale alla tetrade MA,NA (sua reciproca), è o una tetrade 
impropria di 2 a specie o uua tetrade armonica a seconda , che gli elementi A , A f 
coincidono ovvero sono separati armonicamente dagli elementi M , N ; ecc. ecc. 

Si dice potenza emmesima di una tetrade U, e si rappresenta con U m , il pro- 
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vatura. E in tatto ciò sempre una chiarezza ed un* eleganza notevoli , una 
grande ricchezza di particolari mai superflui; sempre la stessa cura, la stessa 
mirabile precisione; che, se da un lato invogliano sempre più alla lettura, dal- 
l'altro fanno pensare a possibili importanti estensioni , a nuove ricerche , nelle 



dotto di m tetradi tutte eguali ad U. Ogni potenza di zero è zero, ogni potenza di 
le 1. Se U è una tetrade neutra , tale è anche ogni sua potenza. Potenze simili 
U m , V m di tetradi U , V eguali o fra loro coniugate sono eguali o fra loro con- 
iugate rispettivamente. Se è 11=11,11*, è U m =U, ,w U 2 w , e, quindi, se U, e U 2 sono 
inverse, tali sono anche U/* e U t m . Si dimostra che la potenza emmesima di una te- 
trade armonica è eguale ad 1 ovvero è essa stessa una tetrade armonica a seconda, 
che m è pari o dispari; — che potenze simili U^V"* di due tetradi U , V oppo- 
ste sono eguali od opposte a seconda, che l'esponente m è pari o dispari; ecc. 

Una tetrade qualunque ha un valore rappresentabile con un numero complesso. 
Per ciò, si osservi anzi tutto che, data una tetrade neutra ab ed , se si conside- 
rano due punti reali A , B al finito e il punto all'infinito C della retta AB , e si 
costruisce il punto D tale che sia ABCD7\abcd f si dirà valore della tetrade abed 

AD 

il valore del rapporto — (che non cambia al variare di A e B) , preso positi va- 

mente o negativamente a seconda, che i segmenti finiti AB, AD hanno lo stesso 
senso o senso opposto. Sicché il valore della tetrade abed , qualora questa sia una 
tetrade neutra propria, è negativo ovvero positivo e < 1 ovvero positivo e > 1 a seconda, 
che nella catena ade... gli elementi a, e sono separati dagli elementi b > d y ovvero 
a , h da e , d, ovvero a , d da b , e. Se, in vece, abed è una tetrade impropria, allora 
il suo valore è zero , 1 od od a seconda , che il punto D coincide con A , con B 
o con C. 

Due tetradi neutre proprie hanno lo stesso o diverso valore a seconda , che 
sono fra loro proiettive ovvero non. 11 valore della tetrade, somma o prodotto di 
tetradi neutre, ò risp. la somma o il prodotto dei valori di queste. Se q è il valore 
di una tetrade nentra U ed m è un numero intero positivo , allora mq e q m sono 
risp* i valori delle tetradi rnU e U m . 

Se A, B, O, D sono quattro punti reali al finito di una stessa retta, allora il va- 

AD CB 

lore di — • ■=— rappresenta il valore della tetrade A B C D. Ciò vale anche se 
AB OD 

CB 

uno dei quattro punti considerati è air infinito , p. es. B : allora — — = 1, ed il va- 

AD 

lore della tetrade in tal caso si riduce ad ^^. Analogamente, se abed sono quat- 
tro rette reali di un fascio proprio (o quattro piani reali di un fascio proprio) , il 

sen ad * sen cb 

valore della tetrade abed è dato da =fc , ove si prenda il segno supe- 

sen au • sen ca 
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quali si possano generalizzare i metodi, usati si nella Geometrie der Lage che 
nei Beitrtlge. « Così », scrive il Prof. Segre, nelle ricerche che ora si vanito 
« facendo nella Geometria proiettiva degli spazi superiori si vede come tutta 
« V opera di Staddt si possa, senza mutare la natura dei metodi , estendere a 
« quella scienza. E già abbiamo rilevato il fatto che il grande edifizio innalzato 
« da Staudt si regge ancora nelle ipotesi della geometria non-euclidea. Infine 
« osserveremo che recentemente si è riusciti a proseguire quelV opera cominciando 
« a fare per la trattazione sintetica delle curve piane d'ordine superiore (coi 



riore o Pinferiore a seconda, che le rette a , e non sono o sono separate da b , d. — 
Il valore di una tetrade armonica è eguale a — l, si che la tetrade armonica si può 
anche chiamare la tetrade — 1, come, in generale, si può dire tetrade q (essendo q 
un numero razionale o irrazionale) per significare la tetrade , il cui valore è q* 
Alla tetrade q è opposta la tetrade — q } che è il prodotto della prima per la tetrade -1. 

Una tetrade MANB, il cui quadrato sia eguale ad una tetrade armonica (e, 
quindi, a —1), si rappresenta con i o — i a seconda, che il quarto elemento B di 
essa giace nel senso MAN o nel senso NAM. Si dice che una tetrade è eguale a 
vi , v essendo un numero reale,— razionale od irrazionale—, se essa è il prodotto della 
tetrade v con la tetrade t. Cosi, la tetrade — i è il prodotto della tetrade i con la 
tetrade armonica (—1). 

Da ogni tetrade W, il cui valore non sia infinito, sono determinate due te- 
tradi neutre U , V tali che W = U 4* Vi ; se u , v sono i valori delle due tetradi 
U , V , si dice valore della tetrade W il numero complesso u + * v* , che comprende, 
come caso particolare, i numeri reali— razionali o irrazionali- (quando v = 0), e, che 
per v diverso da zero, si dice numero ìmaginario. 

I numeri complessi u+vi e u— vi" si dicono fra loro coniugati, corrispondendo 
a due tetradi coniugate , come si vede considerando due punti qualunque reali al 
finito A,B e il punto air infinito C della retta AB, e costruendo i punti D,F,F f 

xlV - vi- AD DF DF « n n * -, 

tali, che si abbia •?-= = u , —p = v , ~-~ = — v ; allora, se P è il punto ìmagi- 
nario, di cui DFCF, è una rappresentazione armonica, e P, è il suo coniugato, 
ABCP è una tetrade avente per valore il numero imaginario u + vi, e ABCP f , 
sua coniugata , è una tetrade, il cui valore è eguale ad u — vi.— La somma di due 
tetradi W e W, di valori risp. u + vi e u, + v,i ha per valore (u+u^+fv+v,)»' , 
ed il prodotto delle stesse tetradi ha per valore (uu, — vv,) -f (uv,+ u t v)t t — Dall'os- 
servare, poi, che, se si considerano tre punti reali B,Q,R su una circonferenza, la 
quale incontri la retta all'infinito nei punti imaginari M,N , e si dicono 9 e $ ri- 
sp. gli archi BQ e QR, i valori delle tetradi MBNQ , MQNR , MBIMR sono 
eguali risp. a cos<p + isen<p , cos^ + tsen^ , cos(? + ^) -f isen(<p + <|/) , si trae la 
nota formola per il prodotto di due numeri complessi sotto forma trigonometrica. 
Ecc. ecc. 
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« loro elementi imaginari) ciò che Staudt aveva fatto per le curve e le super- 
« fide di 2° ordine ; e di più, molto di più, si vedrà fatto fra breve, sempre se- 
« guendo le orme di quel grande ( f ) ». 

Né si deve pensare che il grande allievo di Gauss, — come parrebbe da 
quanto son venuto fin qui esponendo, -abbia trattato così diffusamente, minuta- 
mente la Geometria di posizione , senza curarsi delle proprietà metriche delle 
figure, Tutt'altro : che anzi egli, non contento di essersi già., nella Geometrie der 
Lage e nei Beitràge, occupato di parecchie proprietà metriche riguardanti spe- 
cialmente coniche e quadriche, e convinto, d'altra parte, « ehe le proposizioni 
« generali, ch'espone la Geometria di posizione, prestano un notevole aiuto anche 
« nelV investigazione delle proprietà metriche delle figure (*) », volle dedicare gli 
ultimi giorni della sua vita alla Geometria metrica, scrivendo un opuscolo spe- 
ciale ( 8 ;, fu impedito -non solo di rendere più ricco d'argomenti, come sarebbe 
stato suo desiderio, ma anche di rivedere— dalle sofferenze fisiche ( 4 j, le quali, 
col loro lento lavorìo , strappavano a poco a poco alla scienza uu' esistenza 
tanto preziosa. 

In questo opuscolo egli parte, per introdurre i punti imaginari nella Geo- 
metria metrica , dalla considerazione di un'involuzione quadratica sopra una 
punteggiata, e precisamente dalla costanza di ciò che si chiama la potenza del- 
l'involuzione. Su una retta si abbia un'involuzione, di cui S sia il centro e PP, 
una coppia qualunque di punti coniugati; allora è 

SP-SP, = costante. 

Ora, se l'involuzione che si considera ò iperbolica (cioè il prodotto SP-SP, è 
positivo), essa ha due punti doppi reali X,Y equidistanti da S, sì che si ha 

SX* = - SXSY = SY 2 = SPSP, ; 

se, in vece, l'involuzione considerata è ellittica (cioè il prodotto SP-SP, è ne- 
gativo), allora i due punti doppi X,Y dell'involuzione sono imaginari. In tal 



(V Segre-C. G. 0. V. Staudt ed i suoi lavori— Studio premesso alla Tra- 
duzione della Geometrie der Lage, fatta dal Dottor Pieri, Torino , 1889. 

( 2 ) Staudt— Prefazione dell'opuscolo qui sotto citato. 

(*) S t a u d t— Von den reellen nnd imaginàren Halbmessern der Kurven und 
Flàchen IL Ordnung, Nurnberg, 1867. 

(*j Staudt — Von den reellen ecc. Prefazione. 
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caso, i simboli SX 2 , SY 2 , che, per essere X,Y imaginari, non avrebbero alcun 
significato, si ritengono definiti dalla stessa relazione 

SX* = SY 2 = SPSP,. 

In entrambi i casi, siano reali o hnaginari X e Y, si potranno SX , SY chiamare i 
semidiametri dell* forma involutoria, SX 2 ,SY 2 i loro quadrati, ed SX • SY=-SP- SP, 
il loro prodotto, che è negativo nel primo, positivo nel secondo caso: in que- 
st'ultimo caso , sulla punteggiata sostegno deir involuzione esistono due punti 
HH, fra loro coniugati, equidistanti dal punto centrale S e tali, che 

SX 1 = SHSH 1 = -SH*. 

Se, poi, conservando le stesse notazioni, si osserva che, quando X e Y sono reali, 
si ba 

PXPY - PS»- SX 2 = PS*- 8P-SP,, 

si può assumere quest'eguaglianza come definizione del simbolo PX-PY nel 
caso che X e Y siano imaginari 

Ritenendo ora le curve e superficie di 2<> ordine definite come curve e superficie 
fondamentali (luoghi dei punti incidenti sui loro elementi corrispondenti) di po- 
larità reali , si considerino una conica (o quadrica) K e una retta h , la quale 
giacia nel piano della curva senza esserle tangente (o non giacia in uno stesso 
piano con la retta, che le è coniugata rispetto alla quadrica). Se due punti P,P f 
qualunque della retta k si dicono coniugati quando sono coniugati rispetto a K, 
si viene a determinare su h un'involuzione, i cui punti doppi XY (reali od ima- 
ginari) costituiscono i punti d'incontro (reali o imaginari) della retta h col luogo 
K. In ogni caso, il segmento XY si dirà la corda (reale o imaginaria) inter- 
cetta dalla curva (o superficie) sulla retta h ; e, se S è il centro dell'involuzione 
sì che SX 2 = SY 2 = SP«SP, , lo si potrà in ogni caso chiamare punto medio 
(sempre reale) della corda XY, e i semidiametri (reali o imaginari) SX, SY 
si potranno dire le semicorde del luogo K giacenti sulla retta considerata, I 
quadrati delle due semicorde sono cosi due quantità eguali fra loro, positive o 
negative a seconda, che i punti X e Y (e, però, le semicorde SX , SY) sono reali 
o imaginari. Se, poi, la retta /i èun diametro del luogo K, allora i semidiametri 
SX , SY dell'involuzione su h si diranno i semidiametri di K giacenti su 7t; ed, 
essendo sempre fra loro eguali i quadrati SX 2 , SY 2 di due semidiametri gia- 
centi su uno stesso diametro, il punto S si dirà il centro del luogo K. Ecc. 

Stabiliti nettamente questi principi, mediante i quali introduce nella Geo- 
metria metrica i punti imaginari delle coniche e quadrichc con quello stesso 
rigore con cui li aveva introdotti nella Geometria di posizione, lo Staud t di- 
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scute le varie specie di coniche e quadriche, — ne trova in vari modi gli inva- 
rianti metrici, — si occupa della potenza di un punto rispetto ad una circonfe- 
renza o ad una superficie sferica, dimostrando varie proprietà ad essa relative,— 
in una parola, tratta, con la solila eleganza e finezza di ragionamenti e con la 
maggior generalità possibile, molte belle questioni relative alle curve e super- 
ficie di 2o ordine, le quali o sono affatto nuove o, se già note, sono studiate 
con procedimenti nuovi. Ad esempio, i noti teoremi ( f ) sui quadrati di diametri 
coniugati o perpendicolari di una curva o superficie di 2° ordine vi sono dimo- 
strati come casi particolari di due teoremi (*; relativi rispettivamente a due co- 
niche K , K, o a due quadriche F , F % concentriche, con l'assumere per conica 
K, e superficie F, , risp. nei due casi, una circonferenza concentrica alla co- 
nica K ed una superficie sferica concentrica alla quadrica F. Così pure da teo- 
remi analoghi sono dedotti come casi particolari il teorema sull'area costante 
del parallelogrammo costruito su due semidiametri coniugati di una conica ( s ), 
—quello sul volume costante del parallelepipedo costruito su tre semidiametri 
coniugati di una quadrica ( 4 ) , - quello sulla somma costante dei quadrati delle 
aree dei triangoli costruiti su tre diametri coniugati presi a due a due ( 5 ), ecc. ecc. 
E in tutto, ad ogni passo, è sempre presente il rigoroso Euclide moderno , che 
con la massima semplicità, chiarezza e naturalezza, mentre espone una propo- 



(*; A p o 1 1 o n i o—Opera citata , VII, prop. 12, 13 ;— L i v e t- Journal Èc. pol. } 
fascic. 13° , 1806; -Chasles- Corr. Èc. poi. , p. 302. 

(*) I due teoremi in discorso sono risp. : u Da due coniche concentriche KeK, 
è determinato un numero (K,K,) tale che ì se MX,MY 8ono due semidiametri coniu- 
gati della l a curva e MX, , MY| sono quei semidiametri della 2 a che giaciono sulle 
stesse rette MX,MY, è 

MX 1 * + MY 1 * _( *' K,) '" 

e: u Da due quadriche concentriche F e F, è determinato un numero (F , F,) tale, 
che, se MX , IViY , IV Z sono tre semidiametri coniugati della 1» superficie e MX X , 
MY,,MZ, quei semidiametri della 2 a che giaciono sulle stesse rette MX,MY,MZ, è 

MX* MY' MZ* 

MX,* + MY,* + MZ."* " ( ' f) "' 

( 8 ) Apollonio- Opera citata, VII, 31. 

(*) Live t— Loco citato a nota ( f ). 

( 5 ) B i n e t- Journal Èc. poi, fase. 16<>, 1813. 
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sizione, la studia, la lumeggia nelle singole sue pani, la correda di tutte quello 
restrizioni necessarie a far di essa una inoppugnabile verità , — senza perdere 
mai di vista la massima generalità possibile, servendosi all'uopo mirabilmente 
di quegli elementi imaginari , la cui rigorosa concezione sintetica costituisce 
proprio una sua felice creazione. 

Non dubito punto che il lettore voglia perdonarmi la lunga, benché certo 
non soverchia, esposizione dei metodi escogitati da Staudt relativamente al- 
l'uso degli elementi imaginari nella Geometria ; la diffusione mi si è imposta 
dinanzi ad una così felice creazione , mercè la quale per la prima volta effetti- 
vamente gli elementi imaginari cessano di essere una pura e comoda locuzione, 
Si spogliano di ogni rivestimento ricordante la loro origine analitica , e diven- 
tano veri enti, e veri enti geometrici. Mi lusinga, per altro, la speranza di po- 
tere con essa esposizione risvegliare un po' di curiosità nei giovani studiosi , 
invogliandoli alla lettura di tutti i lavori di Staudt, ma in ispecie dei Beitrage, 
opera nella quale « si rivela continuamente un ingegno così potente che chiun- 
que la legga con attenzione ne rimane entusiasmato e si persuade che Staudt va 
posto fra i più grandi geometri di tutti i tempi (') ». 

* 

Pur troppo, però, la felice creazione di Staudt non ha ottenuto quella 
divulgazione che meritava , come attesta sopra tutto il fatto notevole , che nei 
vari trattati di Geometria proiettiva sintetica, venuti alla luce dopo l'opera del 
grande geometra, — eccezione fatta di alcuni pochissimi , — o non si fa assolu- 
tamente cenno di elementi imaginari, o questi tornano ad essere, anziché veri 
enti geometrici, concetti astratti creati per rimuovere eccezioni, oppure vengono 
ad essere definiti in modo puramente metrico , come già erano stati dal Pon- 
c e 1 e t e dallo C h a s 1 e s. La ragione precipua di questo fatto è certo da ri- 
cercarsi, come il Reye osserva nella Prefazione alla sua Geometrie der Lage, 
nella complicazione che riveste i fondamenti della teoria staudtiana, complica- 
zione proveniente sopra tutto dalla necessità di distinguere, nella forma che si 
considera, i due versi per separare l'uno dall'altro i due elementi imaginari co- 
niugati della forma stessa. 

É tuttavia veramente un peccato, e certo un fatto deplorevole , che, a ca- 
gione di una tale complicazione , abbiano ad ignorare i metodi di -Staudt 
molti, che studiano le teorie della Geometria proiettiva elementare anche nei 
migliori trattati. E tanto più ciò è da deplorare, quando si pensi che non figu- 
rando nella Geometria- proiettiva elementare gli elementi imaginari quasi mai 



(*) Se gre- (7. G. C. F. Staudt ed i suoi lavori , già citato. 
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isolati, ma a coppie (di elementi imaginari coniugati), si potrebbe di essa Geo- 
metria ottenere una trattazione vantaggiosissima e per la sua generalità e per 
il suo rigore e, nello stesso tempo, anche per la sua semplicità, introducendo 
in essa i principi fondamentali della teoria staudtiana senza alcuna distinzione 
dei versi nella forma che si considera. Questo è appunto ciò che è stato fatto 
ultimamente dai Professori Segre e Sannia, dei quali mi occuperò in 
seguito. 

Dopo Staudt, il primo che trattò il soggetto dell'impiego degli imaginari 
nella Geometria (limitandosi alla geometria piana), con speciale riguardo alle 
esigenze costruttive , fu lo S in i t h. Il quale , pur attribuendo all' « illustre et 
regrettable auteur de la Geometrie de Situation » il merito di avere « savam- 
ment effectué » 1* « isolation hypotétique des eléménts imaginaires » , ma , nello 
stesso tempo, desiderando appunto di sottrarre air accennata complicazione di 
tale processo separativo la parte pratica nelle costruzioni geometriche, presen- 
tava, nel 1868, ali 5 Accademia delle Scienze di Berlino , — e ne riportava la prima 
parte del premio Steiner, — una Memoria ('), in cui gli elementi imaginari , 
se non effettivamente isolati, sono introdotti in modo , che , ogni qual volta bì 
scambiano fra loro due elementi imaginari coniugati d'una medesima coppia, lo 
stesso scambio si deve contempoeaneamente eseguire in tutte le altre coppie di 
elementi imaginari coniugati che si considerano. 

L'autore chiama dyade l'insieme di due elementi imaginari coniugati e, per 
maggior semplicità, considera ogni diade come formata dagli elementi doppi di 
un'involuzione reale ellittica. Di questa considerazione egli mostra tutta la ge- 
neralità , osservando che ogni determinazione quadratica si riduce , in ultima 
analisi, alla ricerca degli elementi uniti di due sistemi omografici , ossia degli 
elementi doppi di un'involuzione, ottenuta linearmente dai due sistemi col co- 
struire in ciascuno di essi il coniugato di un medesimo elemento P e, poi, il 
coniugato armonico di P stesso rispetto ai due elementi cosi ottenuti. 

Si dirà che una diade è data , quando sono date due coppie reali dell' in- 
voluzione che si considera. Cosi si hanno diadi di punti imaginari (per ciascuna 
delle quali si dice asse l'unica retta reale che contiene la diade stessa) , diadi 
di rette imaginaric che non si tagliano e che non passano per alcun punto reale 
(rette imaginarie di f2 a specie dello Staudt), diadi di rette imaginarie che 
giaciono in un piano reale e si tagliano in un punto reale- centro della diade— 
(rette imaginarie di 1» specie dello Staudt) ». 

Date due diadi di punti (a, a 2 ) e (b ì & 2 ) su due assi A e fl differenti di un 
piano, si dicono loro centri d'omologia i centri (reali) PeQ delle due diadi di 
rette imaginarie (a ì b ì , a 2 & 2 ) e (a, b t , a 2 b % ). (Un'imagine di due diadi e dei loro 



(') H. J. Etienne S m i t h— Mémoire sur quelques problèmes cubiques et bi- 
quadratiques, Ann» di mat. del B r i o s e li i, Serie II. T. Ili, 1869, p. 114. 
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centri d'omologia si può facilmente avere, come osserva l'autore, avvertendo 
che, se (a, a t ) è la diade ciclica all'infinito, (6, b 2 ) è la diade comune a un si- 
stema di cerchi avente* B per asse radicale e P,Q per punti limiti). La defi- 
nizione duale si ha per gli assi d'omologia di due diadi di rette imaginarie non 
aventi lo stesso centro. 

Se due diadi di punti non aventi lo stesso asse si considerano come omo- 
loghe rispetto all'uno dei loro centri d'omologia, si viene a stabilire fra i punti 
delle due diadi una tale corrispondenza, che, scambiando fra loro i punti ima- 
ginari dell'una, bisogna contemporaneamente scambiare fra loro anche i punti 
imaginari dell'altra. Di siffatte corrispondenze fra i punti delle due diadi se ne 
hanno due, corrispondentemente ai due ceutri d'omologia. Considerazioni duali 
valgono per due diadi di rette imaginarie , i cui centri siano differenti ; come 
pure definizioni analoghe si hanno per due diadi aventi i loro sostegni coinci- 
denti, e per due diadi, l'una di punti e l'altra di rette. 

Ciò posto, presa una diade fissa come termine di paragone per tutte le altre 
che si debbono considerare, si dirà che un elemento immaginario è dato, quando 
siano date la diade, alla quale appartiene esso elemento, e l'omologia di essa 
con la diade fissa. Sicché un elemento imaginario sarà noto , quando si cono- 
sceranno : 1° il sostegno (asse, centro) della diade, alla quale esso elemento ap- 
partiene ; 2° due coppie di elementi reali dell'involuzione che determina questa 
diade ; 3° l'omologia di questa diade con la diade fissa. « II faut convenir » , 
aggiunge l'autore , « que de cette manière on nHsole pas Vun de deux élèments 
« imaginaires d'une mème dyade, et que, par conséquent, Vexpression u élément 
« imaginaire donne „ n'est pas rigoureuse. Cependant, on voit que, si Von échange 
« un élément imaginaire donne avec son conjugué, il faut en mème temps échan- 
« ger tout autre élément donne avec son conjugué. Et c'est là tout ce qu 1 il faut 
« pour qu'on puisse opérer avec des données imaginaires , de la mème manière 
« qu'avec des données réelles ». 

Poco tempo dopo la comparsa del lavoro dello Smith, e precisamente 
nel 1870, si occupava della rappresentazione reale dei punti imaginari - punti 
le cui coordinate cartesiane sono numeri imaginari — dapprima nel piano e poi 
anche nello spazio — ma senz' alcuna preoccupazione della maggiore o minore 
complicazione nelle costruzioni geometriche e senza il menomo accenno ai 
lavori dello Staudt, il Laguerre (') (1833-1886). Questi pone a base 



(*) L a g u e r r e— Sur Vemploi des imaginaires en geometrie -Nouvelles Annales 
de Mathématiques, Serie II, T. IX, 1870, p. 163—1 concetti, esposti dal Laguerre 
in questo lavoro , i quali presentano un certo interesse per la loro semplicità , si 
ritrovano, come ho già detto precedentemente, in lavori posteriori del T a r r y e del 
Molembroek. Oltre che in questi, poi, si ritrovano anche in un lavoro meno 
recente dell' A u g u s t — Untersuchungen ilber das Imaginàre in der Geometrie 9 
Berlin, 1872, Cap. I, § 6—, del quale dovrò occuparmi fra poco. 
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delle sue considerazioni nel piano (reale) due sistemi di rette parallele : l'uno 
costituito da tutte le rette del piano (rette isotrope del 1° sistema) le quali 
passano por uno dei due punti fissi imaginari I e J (ombelichi) posti sulla retta 
all'infinito del piaro e comuni a tutt' i cerchi del piano stesso ; l'altro, formato 
da tutte quelle (rette isotrope del 2<> sistema) che passano per l'altro dei due 
ombelichi. Per ogni punto (reale o imaginario) del piano passano due rette iso- 
trope, una del 1<> e l'altra del 2° sistema, ed ogni retta isotropa del piano stesso 
contiene, alla sua volta , uno e un solo punto reale (quello , in cui essa taglia 
la retta isotropa che le è imaginaria coniugata ; chiamando imaginarie coniu- 
gato due rette, quando dall'equazione dell'una si può passare a quella del- 
l'altra col solo scambio di i e — i). Ciò posto , 1' autore rappresenta un punto 
imaginario A qualunque del piano mediante il segmento aa 1 , determinato 
dai punti reali a (origine) e a 1 (estremo), situati risp. sulle due rette isotrope 
passanti per A : rappresentazione, che l'autore giustifica con la considerazione 
che la posizione del detto segmento rappresentativo è indipendente dalla scelta 
degli assi coordinati, e che il caso di un punto imaginario cosi rappresentato 
viene a comprendere il caso di un punto reale. Dalla rappresentazione stessa, 
— di cui già S t a u d t si era servito per i punti imaginari di vna retta data 
usando per essi uno dei due punti reali del piano introdotti dal Laguerre— ,(•; 
segue che , se due punti (a a r ) e (a f a) sono imaginari -coniugati (cioè hanno per 
coordinate due quantità complesse coniugate), la retta reale che li congiunge è 
perpendicolare al segmento che li rappresenta, nel punto medio di questo. 

La rappresentazione geometrica (*), poi, dei punti imaginari nello spazio si 
fonda su considerazioni analoghe. Ogni piano condotto per un punto (reale o 
imaginario) dello spazio contiene due rette isotrope passanti per il punto stesso, 
le quali sono situate su uno stesso cono di 2° grado (cono isotropo). Posto che 
a e a 1 siano due punti imaginari- coniugati , essi saranno i vertici di due coni 
isotropi che si secano secondo un cerchio reale A. il cui piano ò perpendicolare 
alla retta reale aa\ il cui centro è il punto medio O del segmento aa', e il cui 
raggio è eguale ad R (Ri essendo l'espressione del segmenta Oa). È appunto a 
questo cerchio reale A, il quale determina i punti imaginari-coniugati a , a' e ne 
è, viceversa, determinato, che il Laguerre dà il nome di cercle représentatif 
du couple aa\ 

Nel caso che gli elementi imaginari non si vogliano considerare a coppie, 
ma si voglia, in vece, separare l' uno elemento imaginario dal suo coniugato, 
basterà riguardare come congiunto al cerchio stesso uno determinato dei due 
sensi, in cui esso può essere descritto. 



(«) V. S t a u d t-Beitrdge , No 410. 

(*) Cfr. E. Rouché — Edmond Laguerre - Sa vie et ses travaux f Journ. de 
l'Èc. polyt., Voi. 56, 1886, p. 216. 
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Anche lo Stolz, non curante menomamente le difficoltà pratiche di co- 
struzione provenienti dall'applicazione del metodo di Staudt ; nel 1871, pub- 
blicava nei Mathematiche Annalen una Memoria (') , puramente intesa a tra- 
durre analiticamente la teoria Staudtiana e a mostrarne il perfetto accordo coi 
risultati dell'Analisi. A proposito di che, l'autore stesso scrive nella Prefazione: 
« Le investigazioni di questo ingegnoso geometra (date nei Beitr&ge zur Geome- 
trie der Lage, 1856 60), le quali sono condotte con un metodo puramente geome- 
trico, non hanno trovato finora, per quanto io sappia, alcun riguardo nella Geo- 
metria Analitica. Ciò dev'essere il covtpito delle seguenti considerazioni »; e più 
innanzi, deplorando che i « Beitrtige », i quali « posero il fondamento della nuova 
Geometria sintetica, da tanto tempo desiderato », non abbiano avuto quella for- 
tuna che meritavano, si augura che la sua Memoria possa* ... servire a rilevare 
« maggiormente l'importanza fondamentale di essa teoria, e segnatamente a mo- 
« strame Vaccordo coi risultati del metodo analitico ». 

Un anno dopo la comparsa di questo lavoro, P August riprendeva la 
trattazione geometrica degli elementi imagiuari in una sua Memoria (*), notevole 
per rigore, semplicità e chiarezza. In essa Fautore reca qualche esempio d'im- 
piego della rappresentazione degli imaginari con un metodo che , in sostanza , 
coincide con quella di Staudt, com'egli stesso avverte nella Prefazione. Ma, 
a fine di rendere le costruzioni un po' meno complicate, egli sceglie, fra le rap- 
presentazioni delle involuzioni assunte a definire gli elementi imaginari, quelle 
che dallo Staudt erano state chiamate rappresentazioni armoniche, servendosi 
anche spesso delle relazioni di prospettività fra le forme involutorie. 

Del punto imaginario di una retta reale si finisce per dare la stessa defini- 
zione dello Staudt, prendendo, però, le mosse dall'Analisi, e precisamente 
servendosi di concetti analoghi a quelli, che C h a s 1 e s aveva posti a base del- 
l'introduzione degli elementi imaginrari nella sua Geometrie Supérieure. 

Anche relativamente alle definizioni di retta imaginaria di 1* specie e di 
piano imaginario, P A u g u s t si attiene ai concetti di Staudt, ricorrendo per 
esse ad un fascio reale , risp. di rette e di piani , prospettivo alla punteggiata 
involutoria che gli serve per definire, su una retta reale, un punto imaginario. 

Dove, in vece, 1' August si scosta essenzialmente dal suo predecessore è 
nel porre la definizione di una retta imaginaria di 2* specie , eh' ci chiama 
retta completamente imaginaria. 

Egli dà, in generale, il nome di retta all'intersezione di due piani; e, con- 
siderando tutti i casi che si possono presentare riguardo alla realità e alla re- 



(*) 0. Stolz — Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der 
Analytischen Geometrie, Math. Annalen, V. IV, 1871, p. 416. 

(*) F. August Untersuchungen Uber das Imaginàre in der Geometrie, Ber- 
lin , 1872. 
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ciproca posizione dei due piani stessi, osserva che in tutti questi casi si ha utia 
retta o reale o imaginaria di l a specie, tranne quando i due piani sono imagi- 
nurife i loro sostegni reali sono fra loro sghembi. In tal caso, si ha una retta 
che non ha alcun punto reale e non giace in alcun piano reale, appunto una 
ganz imaginUre G f erade ; della quale Y autore prova , più tardi , l'identità con 
quella che si otterrebbe come congiungente due punti dati imaginari dello spa- 
zio, come pure con la retta imaginaria di 2 a specie dello S t a u d t. 

Poste queste definizioni degli elementi imaginari, 1' August se ne serve 
in alcune costruzioni lineari relative a problemi con dati imaginari, ch'egli ese- 
guisce si nel piano reale che nello spazio con notevole chiarezza e grande sem- 
plicità. 

Con 1' August, e dopo di lui, molti e molti altri scienziati fecero oggetto 
del loro studio l'argomento degli elementi imaginari nella Geometria, totalmente 
o in gran parte seguendo , con modificazioni più o meno sostanziali , i metodi 
esposti dal loro grande predecessore nei suoi Beitrttge, o, almeno, nella Geome- 
trie der Lage. Cosi , — come, ancor prima dell' August, il Paulus ('), lo 
Pf aff (*) avevano esposto nelle loro opere, pur modificandola, la teoria Staud- 
tiana , — più tardi il L ti r o t h , in due Memorie (*) pubblicate nei Mathemati- 
sche Annalen, si atteneva ai concetti si dello Staudt che dell' August: se- 
guendo il primo per le definizioni degli elementi imaginari di 1* specie, il se- 
condo per la retta imaginaria di 2 a specie, ch'egli definisce precisamente come 
l'intersezione di due piani non aventi alcun punto reale comune, perchè ritiene 
« ... che in tal modo risulti chiara la necessità deli introduzione, e non si abbia 
« bisogno di conoscere prima la teoria dei sistemi involutorì nello spazio ». 

Si lo Pf af f , poi, che il Lttroth si occuparono nei loro lavori, ed abba- 
stanza diffusamente, delle tetradi, con riguardo agli elementi imaginari e sem- 
pre seguendo, in sostanza, i concetti dello Staudt. Il che più tardi, nel 1875, 



(*) C h. Pau \us-Grundlinien der neueren ebenen Geometrie, Stuttgart, 1853. 

(*) H. Pfaff-#ewere Geometrie, Erlangen, 1867. 

( 3 ) L u r o t h— Das Imaginàre in der Geometrie und das Rechnen mit Wilrfen, 
Matb. Annalen, Voi. Vili, p. 144 (della quale Memoria un più breve compendio si 
trova nei Resoconti della Reale Accademia delle Scienze di Gottinga, 1873) ; — e 
L ti r o t h— Das Imaginàre id. id. Zweite Abhandlungen, Math., Ann. Voi. XI, p. 84. 
In questa seconda Memoria, l'autore studia la rappresentazione degli elementi ima- 
ginari nella Geometria con l'aiuto delle proiettività, cicliche, seguendo i concetti 
che, prima di lui, come è detto più innanzi nel testo, erano stati esposti sullo stesso 
argomento dal Klein. 

vol. xxxvi. 13 
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fecero anche il Fiedler nella seconda edizione della sua Dersteìlende Geo- 
metrie ( f ), e lo Starni, in una sua Memoria ( 2 j nei Math. Annalen. 

Più tardi ancora , nel 1886 , il Prof. S e g r e (vedi p. 332) , convinto della 
grande importanza, dei vantaggi che sarebbero derivati alla Geometria proiet- 
tiva dall'introdurre in essa gii elementi imaginari, sia pure a coppie, esponeva ( a ) 
un metodo, il quale si presta mirabilmente ad ottenere delle coppie di elementi 
maginari nella Geometria proiettiva sintetica, una teoria oltiemodo semplice e ri- 
gorosa ed ha il suo fondamento ndtla considerazione della trasformazione di 
proiettività mediante altre proiettività : considerazione che, come osserva l'autore, 
<c introdotta anche nella teoria di Staudt, potrebbe semplificarla in alcuni 
« punti ». 

Nella Memoria del S e g r e , per coppia di elementi imaginari ( o anche 
coppia di elementi doppi imaginari) di una forma geometrica fondamentale di 
1* specie s'intende, al modo di S t a u d t , un'involuzione ellittica nella forma 
stessa, senza alcuna distinzione, però, dei versi, non volendosi considerare sepa- 
ratamente i due elementi. In vece , a differenza di quanto avviene col metodo 
di S t a u d t , una coppia di rette imaginarie sghembe o di 2 a specie (dicendosi 
di 1* specie quelle rientranti nella definizione sopra data, le quali passano per 
un punto reale è stanno in un piano reale) vi è introdotta come un'involuzione 
assiale o rigata ellittica; e per siffatta coppia si chiama poi coppia di punti o 
piani (imaginari) la coppia dei punti o piani doppi di ogni involuzione, di punti 
o piani, contenuta nelF involuzione rigata e avente per sostegno una retta dop- 
pia di questa. La preferenza di tale definizione a quella scelta da S t a u d t di- 
pende dal fatto che nel nuovo studio , non richiedendosi la separazione delle 
due rette mediante il verso dell'involuzione, ciò che probabilmente aveva indotto 
lo S t a u d t alla scelta della sua definizione,-questa « pare meno buona, perchè 
€ sono infinite le quadriche passanti per\una data coppia di rette, ed il fissarne 
« una per definire questa coppia è un difetto di simmetria ». 



(*) Fiedler— Die darstellende Geometrie in Organischer Verbindung mit der 
Geometrie der Lage, 3 a parte {Die costruierende und analytische Geometrie der Lage),* 
Leipzig, 1875. 

(*) Sturm — Ueber die v. Staudt' schen WUrfe, Math. Ann., Voi. IX, 1875, 
p. 333. In questa Memoria l'autore si propone di ritrovare, fra l'altro, le proprietà 
commutativa e associativa della somma e del prodotto delle tot radi, ma per via più 
geometrica di ciò che non fosse stato fatto prima di lui. Anche della possibilità di 
porre una tetrade complessa sotto la forma U-H"V, essendo U e V tetradi reali, dà 
una dimostrazione diversa da quella di Staudt. 

( 8 ) S e g r e — Le coppie dì elementi imaginari nella G. proieU sintetica , Mem. 
della R. Acc. delle scienze di Torino, Serie II, V. 38. 

(») 8 egre— Opera qui citata, Nota a pie dell'ultima pagina. 
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Così introdotti i nuovi elementi, a*coppie, Fautore passa a definire le rela- 
zioni che queste possono avere fra loro e con le coppie reali , dando tali defi- 
nizioni in modo , che esprimano proprietà valide anche quando le coppie che 
si considerano siano tutte reali. In quest'ordine di idee, comincia col dire ar- 
moniche due coppie distinte qualunque , allorché le loro rispettive involuzioni 
sono permutabili (chiamando, in generale, permutabili due corrispondenze o tra- 
sformazioni univoche in varietà qualunque tali, che ciascuna di esse sia tra- 
sformata in sé stessa dall'altra); e di tale definizione (che dimostra come teorema, se 
le coppie sono entrambe reali) si serve immediatamente per provare che « di due 
coppie armoniche una almeno dev'essere reale ». Introduce quindi la coppia imagi- 
naria di elementi coniugati di un'involuzione come quella 'che è armonica alla 
oppia degli elementi doppi delV involuzione stessa, ossia la cui involuzione ellittica 
è permutabile con quella considerata, alla quale si dice pure che essa coppia 
imaginaria appartiene ; osservando subito che « Un'involuzione ellittica (o par 
a rabolica) contiene soltanto coppie reali ; un'involuzione iperbolica, in vece, con- 
« tiene infinite coppie imaginarie {le quali sono le coppie di elementi doppi delle 
« involuzioni ellittiche contenenti la coppia degli elementi doppi dell' involuzione 
« iperbolica) » , come pure che « Bue involuzioni distinte qualunque hanno 
« sempre comune una sola coppia, reale od imaginaria; ossia vi è sempre una 
« ed una sola involuzione {p coppia di elementi) armonica a due involuzioni 
« (o coppie) distinte date ». 

Assunta, poi, per rappresentante della coppia di elementi uniti imaginari di 
una proiettività ( che non abbia elementi uniti nel senso ordinario ) nient' al- 
tro che 1' involuzione unita della proiettività stessa ( 4 ) , si serve di essa per 
introdurre la locuzione di « coppia di punti imaginari di una conica » ; lo- 
cuzione , la quale sta ad indicare la coppia dei punti uniti (imaginari) della 
proiettività, che su una retta non secante la conica viene determinata da due 
fasci proiettivi generatori della curva medesima, e, quindi, può anche sostituirsi 
con l'aJtra di * coppia di punti imaginari d'intersezione della retta con la co- 
nica ». A questo riguardo, Fautore mostra la necessità di provare, e prova ef- 
fettivamente, l'invariabilità della coppia dei punti, reali od imaginari, d'interse- 
zione di una conica con una retta, al variare dei fasci proiettivi generatori della 
curva. Questa invariabilità , non dimostrata , era stata prima tacitamente am- 
messa (tra gli altri, da h a s 1 e s) nelle dimostrazioni di parecchi teoremi, per 
esempio questo di Desargues, che nella Memoria in discorso è , in ve- 



(') L' involuzione unita I di una proiettività T viene definita dal Teorema: 
u Se, data una proiettività qualunque r in una forma di 1» specie , si prende da 
ciascun elemento il coniugato armonico rispetto ai due elementi che gli corrispon- 
dono in T e nella sua inversa, esso gli sarà coniugato in un 9 involuzione I ben de- 
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oe, trattato con tutto il rigore desiderabile. Con non minor rigore, e oon la 
massima generalità, è dimostrata pure la proprietà fondamentale dei fasci di 
coniche — il teorema di Sturm- con la sua proprietà inversa e con altre pro- 
prietà sue conseguenze , senza escludere nella dimostrazione le coniche imagi- 
narie, definite mediante sistemi polari, in cui nessun punto (reale) sta sulla sua 
polare. 

Né in questa Memoria mancano cenni sulle coppie di elementi imaginari 
nelle relazioni metriche. Essi vengono introdotti ai modo di S t a u d t , cioè con- 
siderando, se si tratta di punti imaginari di una retta, su questa un'involuzione 
ellittica di punti col suo centro O e con la sua potenza (negativa) K, e defi- 
nendo i simboli OM 2 , ON 2 , PM , PN (ove M , IVI sono i punti doppi imaginari 
dell'involuzione stessa e P un punto qualunque della punteggiata) mediante le 
eguaglianze 

OM 2 = ON 2 - K PM-PN = PO 2 - K , 

che si dimostrano per M , N reali, cioè nel caso dell'involuzione iperbolica. 

Analogamente, se si tratta degli elementi imaginari nelle relazioni metriche 
angolari, essi vengono introdotti, considerando in un fascio di rette ( o di piani) 
un'involuzione ellittica con la sua potenza (negativa) K e con un asse (o un 
piano principale) O ; ecc. ecc. 

Col Prof. S e g r e mi piace ricordare fra i più notevoli continuatori della 
teoria Staudtiana, più o meno leggermente modificata : -- il Prof. S a n n i a, che 
nelle sue Lezioni di Geometria proiettiva (') introduce pure i concetti del S e - 
gre -col quale su questo argomento aveva avuto, durante la pubblicazione 
delle sue Lezioni, larga corrispondenza ( 2 ) ; - il B e y e 1 ( 3 ) , il quale del pro- 
cesso separativo di S t a u d t non solo si serve teoricamente , ma fa anche la 
base della parte operativa nelle costruzioni geometriche ;— S almo n-F i e d 1 e r , 
nella cui opera (*) si trova qualche cenno della trattazione di Staudt;~e, 



terminata; se r non è involutoria I è la sola involuzione che sia permutàbile con 
T, cioè trasformata in sé stessa da T (*) „. 

(*) S a n n i a— Lezioni di Geometria proiettiva, Napoli, 1885-91; §§ 65-74. 

( 2 ) V. S e g r e-Opera citata, p. 5, nota l a ; e Sannia- Opera citata . pre- 
fazione. 

( s ) B e y e 1— Zur Geometrie des Imagindren (tra i suoi Geometrischen Studien 
Zurich, 1886). 

( 4 ) Salmon-Fiedl er. Kegelschnitte, Leipzig, 1887, T. I. 

(*) Fatta eccezione, nel caso in cui T ha due elementi uniti distinti per le involuzioni 
paraboliche aventi risp. in questi gli elementi singolari. 
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in fine, per esser breve, il K ò 1 t e r (*) e il De P a o 1 i s (*) ai quali spetta il 
inerito grandissimo di avere, all'insaputa l'uno dell'altro , guidati entrambi dal- 
l'idea del grande Euclide moderno di sostituire agli elementi imaginari enti 
geometrici reali ma per vie diverse , - fondandosi il primo su corrispondenze 
continue (della cui continuità fa uso frequente , sebbene forse non la stabilisca 
con sufficiente rigore) e il secondo sulle corrispondenze proiettive nelle forme 
geometriche fondamentali di 1» specie (e sulla loro continuità provata col mas- 
simo rigore), di avere, dico, mostrato come i risultati, che il loro predecessore 
aveva trovati per le curve e superficie di 2° ordine, si possono estendere alle 
curve piane di ordine superiore, coi loro elementi imaginari. 

Radicali modificazioni, in vece, ai metodi di Staudt furono apportati dal 
Klein in una sua Memoria ( s ) , comparsa poco prima di quelle già citate del 
Liiroth- nella quale egli osserva che la distinzione dei versi , introdotti da 
Staudt in una forma involutoria per separare due elementi imaginari-coniu- 
gati, può, a tutta prima, sembrare molto arbitraria come quella, che non è col- 
legata con T involuzione « e solo attesta in quale ordine noi dobbiamo guidare 
«e la nostra attenzione sui punti della retta, già ordinati in coppie dell' involu- 
« zione ... ». Per ovviare a questo inconveniente, il Klein propone per gli ele- 
menti complessi un'altra rappresentazione , della quale quella di Staudt ver- 
rebbe ad essere un caso particolare. Limitandosi a parlare dei punti complessi 
di una retta, egli pone a base delle sue considerazioni una proiettività ciclica 
di grado n ; avvertendo che per un punto complesso qualunque si può sempre 



(') K o 1 1 e T—GrundzUge eìner rein geometrìschen Theorie der algebraischen 
ebenen Curven, Berlin, 1887. Questa Memoria ottenne dall'Accademia di Scienze di 
Berlino, nella sua seduta del luglio 1886, l'aggiudicazione del premio Steiner 
come quella che, se non totalmente, in buona parte certo risolveva la questione di 
fare per le curve e superficie di ordine superiore una teoria sintetica quale Staudt 
aveva fatto per le curve e superficie di 2° ordine ; questione che, già proposta dal- 
l'Accademia stessa per il premio Steiner del 1884, non era stata allora risoluta 
in modo soddisfacente. 

( 2 ) De P a o 1 i s. Le corrispondenze proiettive nelle forme geometriche fonda- 
mentali di l a specie, Mem. Acc. delle Scienze di Torino , Serie II , T. 42, 1894 ; 
Memoria che, benché pubblicata dopo quella del K 6 1 1 e r , era stata concepita 
prima che questa vedesse la luce (dicembre 1887), come prova il fatto che insul- 
tati del De Paolis erano stati da lui stesso consegnati in un plico suggellato 
alla Reale Accademia dei Lincei fin dal febbraio del 1887. 

V. anche: De Pao 1 i s— Teoria generale delle corrispondenze proiettive^ Ren- 
diconti dell'Accademia dei Lincei, Serie V, T. Ili, 1894. 

( 8 ) K 1 e i n— Zur Interpretation der complexen Elemente in der Geometrie (del- 
l' agosto 1872), Math. Annalen, V. 22, p. 242. 
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determinare una tale proiettività , la quale , percorsa in un determinato senso , 
può essere usata come rappresentazione del punto stesso. 

Se si pone n = 2, allora si ha da fare con un'involuzione e si debbono al- 
meno considerare due coppie, alle quali si aggiunga pure un verso determinato 
corrispondente alla successione degli clementi delle coppie medesime ; si che , 
in tal caso, si ottiene l'interpretazione dello S t a u d t. 

Così pure, nel caso che i gruppi della proiettività ciclica siano composti di 
quattro elementi, sì che allora essi sono armonici,— si cade nella rappresentazione 
armonica staudtiana. 

Il caso, però , più semplice e di preferenza considerato dal Klein, è 
quello di n = 3. 

Se si indicano con a ,b , e tre elementi consecutivi qualunque di una pro- 
iettività ciclica del 3° ordine (la quale è, dunque individuata da essi elementi), 
un punto imaginario viene ad essere determinato da una qualunque delle per- 
mutazioni abe , bea , cab, mentre il suo coniugato sarebbe rappresentato da una 
qualunque delie permutazioni, inverse alle precedenti, eba ,acb ,bac. 

Tale, nelle sue linee generali, la Memoria del Klein; ai concetti della 
quale -senza dubbio di notevole importanza per la Geometria imaginaria sì nel 
campo pratico che in quello teorico— s'informarono più tardi, oltre a quello già 
menzionato del L tt r o t h (pag. 337 nota ( 8 ) ), anche altri lavori più recenti. Tra 
questi ricorderò una Nota i 1 ) del Dottor Am o de o— comparsa in questo Gior- 
nale , nel 1888— nella quale , considerando i fasci delle omografie binarie che 
hanno la stessa involuzione unita, si viene a dare, di un punto reale o imagi- 
nario d'una forma geometrica, una rappresentazione —che include quella dello 
S t a u d t — mediante quattro elementi reali della forma stessa , considerati in 
un certo ordino come elementi consecutivi di un'omografia; i quali elementi con- 
siderati nell' ordine inverso , rappresentano queir elemento reale o imaginario 
della forma che è coniugato al precedente. 

Questa rappresentazione, come si vede, viene appunto a coincidere con l'omo- 
grafia ciclica del 3° ordine, usata dal Klein, nel caso che si debba conside- 
rare esclusivamente un elemento imaginario della forma. 

Finalmente, tra gli altri parecchi che sì occuparono della ricerca di metodi 
atti ad evitare, nella rappresentazione degli elementi imaginari, il processo sepa- 
rativo dello S t a u d t , ricorderò F H o f m a n n (') , il B o g e r (?) , il R e - 



( f ) Amodeo-^ewci di omografie binarie e rappresentazione geometrica degli 
elementi imaginarij Giornale di fiattaglini, 1888, p. 363. 

V. anche: A m o deo— Lezioni sulle omografie binarie (litografate). Napoli, 
1887-88. 

(*) H o f m a n n—Die Constructionen doppelt beruhrender Kegelsehnitte mit ima- 
gindren bestimmungsstilcken, Leipzig, 1886. 

( 8 ) B o g e r - Ueber Bilschtl und Netze von ebenen Polarsystemen (Programm 
der H&here Biirgesschule zu Hamburg , 1886). 
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tali ('); l'ultimo dei quali ricorse - come ho già avuto occasione di accennare 
precedentomente, - alla considerazione di coniche coniugate. 

* * 

Terminerò queste notizie intorno al cammino fatto dalla Geometria imagi- 
naria ed al progresso, che la rigorosa concezione di essa — per merito princi- 
cipalmente, come s' è visto, dello S t a u d t — apportò nella Geometria, parlando 
di una felice generalizzazione della Geometria complessa medesima, che in questi 
ultimi tempi, mediante l' introduzione dei punti bicomplessi ì faceva (') il Prof. S e- 
gre, quasi volesse convalidare coi fatti quanto egli aveva asserito nel suo 
studio su S t a u d t ( 8 ) (V. p. 328-329). 

L'autore giunge alla detta generalizzazione dopo di aver trattato, nella 
prima parte, delle rappresentazioni reali delle forme complesse. Egli assume 
come concetto generale, per rappresentare con elementi reali gli elementi ima- 
ginari d'una forma qualunque, quello di « ricorrere agli elementi reali che sonò 
incidenti ad essi (o di considerare le coppie reali costituite da quegli elementi 
imaginari presi coi loro coniugati) ». Applicando questo concetto, egli ritrova le 
note rappresentazioni reali ( A r g a n d-G auss, Staudt, Biemann e Neu- 
mann) degli elementi imaginari d'una forma fondamentale semplice e doppia 
non solo, ma viene ad estendere queste rappresentazioni agli elementi complessi 
di una forma fondamentale di specie qualunque n (ossia ai punti complessi d'uno 
spazio qualunque S n ( 4 ; ). « Si hanno » , scrive P Autore a proposito di questa 



(') Retali - Ricerche sopra Immaginario in geometria, Mem. R. Acc. delle 
Scienze di Bologna, 1888, p. 259. 

(*) S e g r e. Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperal- 
gebrici, Math. Annalen, Voi. 40, p. 413. 

( s ) Segre— C. G. C V. Staudt ed i suoi lavori , già citato, p. 15. 

(*> Queste rappresentazioni, come osserva l'Autore , si ottengono : 

u lo. sui punti reali di un 8 tn (aventi per coordinate le 2n componenti reali 
delle n coordinate dei punti dell' 2 n ), considerando in questo la forma fondamentale 
(riferita collinearmente all' S„) composta degli S n passanti per un S n . % fisso com- 
pletamente imaginario. 

2° sulla °°* n delle rette reali che contengono i punti complessi dell' 8 n , se 
questo si assume imaginario ; ed allora non vi saranno elementi eccezionali per la 
rappresentazione se esso sarà completamente imaginario. 

3° sugli oo ,n punti reali di una varietà di dimensione 2n (analoga alla sfera, 
ed alla £ dei numeri 5 e 6, varietà atta a rappresentare le coppie di punti di due 
spazi S n ) appartenente ad 9 n ( n+1 ) e con le coordinate rappresentate parametrica- 
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estensione , « sulla varietà reale rappresentativa fl>, due schiere ( od* ) coniugate 
« di varietà particolari, tali che si .pub sostituire {riferire proiettivamente ) alla 
« forma fondamentale oggettiva F una di queste schiere ; allora ogni elemento di 
« quella schiera insieme col coniugato delV altra dà una coppia reale , un ente 
« (punto o retta) reale , che serve a rappresentare quél? elemento della prima 
« schiera e , quindi, V elemento complesso di F >. 

Dopo avere così esteso agli elementi complessi di una forma fondamentale 
di specie qualunque le rappresentazioni reali , che si conoscevano per gli ele- 
menti complessi d'una forma fondamentale semplice e doppia, Fautore passa allo 
studio delle antiproiettività, le quali gli forniscono una prima classe di enti di- 
versi da quelli studiati dalla Geometria ordinaria, per esempio fili, tele, ecc. e, 
piti innanzi, allo studio degli enti iperalgebrici in generale {enti le cui invagini 
reali sono enti algebrici. 

È appunto nel definire alcuni caratteri (ordini, ecc.) delle varietà iperalge- 
bricfae col considerar queste come luoghi di punti (inviluppi di rette, ecc.) che 
volendosi su queste riportare le definizioni degli stessi caratteri (ordini ecc.- 
delle varietà reali imagini, si riconosce non essere più sufficiente la considera- 
zione dei soli punti complessi ordinari, poiché si arriva alla difficoltà, che gli 
elementi rappresentativi, i quali dovrebbero essere reali per poterci rappresen- 
tare gli elementi complessi della varietà oggettiva, potrebbero in parte essere 
imaginari. Ed altri inconvenienti simili si avrebbero anche, più in generale, se 
si volesse parlare dell'intersezione di due varietà iperalgebriche qualunque ; nel 
qual caso, in fatti, le varietà reali imagini potrebbero incontrarsi in un numero 
finito di punti non tutti reali, od in varietà prive affatto di punti reali . Viene , 
dunque, naturale, per ovviare a questi inconvenienti, l'idea di non limitare le 
nostre considerazioni sugli elementi rappresentativi al solo campo reale, bensi 
di estenderle anche al campo complesso ordinario , e , conseguentemente , sulle 
varietà rappresentate di « ... introdurre dei punti bicomplessi, cioè degli enti che 
« abbiano per imagini i punti complessi delle forme rappresentative^ ed attribuire 
« questi punti bicomplessi a date linee, superficie, fili, tele, ecc. , quando i punti 
« complessi, che ne sono imagini, stanno sulle varietà reali, con cui quelle 
« sono rappresentate ». 



mente da 

X|» = *j V* '• (*,m = l ,. .. ,n + l) 

varietà d'ordine ( n ) contenente due schiere oo n , fra loro coniugate di S n imagi- 
nari tali, che per ogni punto della varietà passa un solo spazio di ciascuna schiera, 
e che gli spazi dell'una schiera son punteggiati collinearmente da quelli dell' al- 
tra , ecc. ecc. 
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Di questi nuovi elementi, poi, cosi naturalmente, spontaneamente sorti sul 
cammino progressivo della geometria, 1* Autore osserva che si può dare una defi- 
nizione diretta, cioè senza ricorrere alla rappresentazione , bensì ricorrendo ad 
una qualunque delle note definizioni geometriche reali dei punti complessi dello 
spazio rappresentativo (p. es. a quella di S t a u d t mediante un'involuzione reale 
ellittica con un verso della forma) e riportandola alla forma oggettiva. 

E , servendosi appunto di questo concetto, egli definisce una coppia di punti 
bicomplessi gemelli mediante una certa involuzione fra elementi complessi (ordi- 
nari) di una catena semplice, alla quale basta poi aggiungere un verso deter- 
minato della catena, se si vuole separare Tun punto bicomplesso dal suo gemello. 

Mediante questa felice introduzione di punti bicomplessi (che in seguito l'au- 
tore chiarisce anche analiticamente, facendone il confronto coi numeri bicom- 
plessi, i quali rientrano nelle ricerche delWeierstrass,delDedekind, ecc. 
sui numeri complessi a più unità), la Geometria proiettiva viene evidentemente 
ad acquistare una nuova e potente generalizzazione. « Così le ordinarie trasfor- 
mi inazioni proiettive (complesse) , le quali mutano gli elementi complessi in eie- 
« menti complessi, sono casi particolari di projettività bicomplesse , le quali 
« mutano , in generale , gli elementi complessi in bicomplessi , e costituiscono il 
« gruppo fondamentale per una geometria projettiva bioomplessa, nella quale 
« V ordinaria geometria proiettiva complessa rientra se si fosse la varietà costituita 
« da tutti i punti complessi ; come nella geometria proiettiva complessa rien- 
« tra la geometria proiettiva reale se vi si fissa la varietà dei punti reali ». 

Né è detto che qui lo spirito generalizzatore della matematica si debba ar- 
restare. Che anzi, proseguendo nel cammino cosi chiaramente e nettamente de- 
lineato, si vede la possibilità di nuove infinite estensioni in questa direzione; si 
che, in generale, si potrà parlare non più solamente di varietà algebriche e di 
elementi complessi, o di varietà iperalgebriche e di elementi bicomplessi, bensì 
di varietà s— iperalgebriche e di elementi s— complessi. 

In tal modo la Geometria proiettiva, e con essa la Matematica in genere, 
viene sempre più a generalizzare i suoi concetti, ad allargare le proprie vedute, 
a raffermare, in una parola, quello speciale ed importante suo indirizzo, che il 
creatore, possiamo dire, della Geometria imaginaria, nella Prefazione dei Bei- 
t r & g e , caratterizzava con le parole : « Indem die Mathematik darnach strebt , 
« Ausnahmen von Regéln zu beseitigen und verschiedene Sàtze aus einem Gesichts- 
« punkte aufzufassen } wird sin h&uftg gentithigt, Begriffe zu erweitern oder neue 
« Begriffe aufzustellen, was beinahe immer einen Fortschritt in der Wissenschaft 
« bezeichnet ». 

Torino, 20 Novembre 1896. 
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SUI GRUPPI DI SOSTITUZIONI A COEFFICIENTI INTERI 

APPARTENENTI A UN CORPO DI NUMERI COMPLESSO 
DI GRADO FINITO QUALUNQUE 

NOTA 

DEL 

Dott. ADOLFO VITERBI. 



Nella presente Nota mi propongo d'esaminare i gruppi di sostituzioni ge- 
nerali della forma di quelle studiate dal F r i k e (*) , per il caso in cui i loro 
coefficienti appartengano ad un corpo complesso finito qualunque n (e siano 
numeri interi di questo) laddove egli si restrinse ai gruppi di sostituzioni i cui 
coefficienti siano numeri interi d'un corpo reale. Naturalmente le sostituzioni 
che qui si considerano sono in generale a determinante = + 1. 

Introdotta pertanto la nota rappresentazione del Poincaré, colla quale 
si stabiliscono trasformazioni dello spazio a cui danno luogo le singole sostitu- 
zioni del gruppo considerato applicate a una variabile complessa, stabilii prima 
sotto quali condizioni un gruppo della forma considerata è propriamente di- 
scontinuo. E questo feci nei primi due §§. 

Nel terzo § indicai in qual modo si possa ampliare un gruppo come quello 
considerato, pel quale siano sodisfatte le condizioni a che esso sia propriamente 
discontinuo. 

Un primo ampliamento si ha, oltre che colla nota riflessione : 

T00 = -| 



(') V. F r i e k e. Zur gruppentheoretischen Orundlegung der automorphen 
Functionen Mathemat. Annalen XL1I Bd. 
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ove q designi la variabile complessa , sulla quale si opera , coli* aggregare al 
grappo sostituzioni della forma stessa di quelle in esso contenute ma aventi il 
determinante = ad un'unità, a parte reale positiva , del corpo di numeri a cui 
appartengono i coefficienti delle sostituzioni in parola e col trasformare , me- 
diante queste sostituzioni, quelle del gruppo studiato. 

Un secondo ampliamento si ottiene mediante le sostituzioni della forma ; 

v J PI© + 8 

ove a , p , y i 8 siano coefficienti d' una delle sostituzioni del gruppe studiato , 
>j sìa la quantità complessa, coniugata di 13. Nell'introdurre quest'ampliamento 
segtiii il prof. Bianchi ('). # 

Così studiai in particolare, fra le accennate sostituzioni, quelle che coinci- 
dono colla propria inversa. E , pure seguendo il prof. Bianchi giunsi a in- 
dicare , mediante le considerazioni geometriche, a cui dà luogo, lo studio di 
queste ultime sostituzioni il metodo per determinare il poliedro generatore ot- 
tenuto da quello studiato, ampliandolo mediante le sostituzioni della forma (a). 



§. I 



1, Sia il corpo di numeri, complesso k n ove l'indice n che supporremo es- 
sere un numero finito intero qualsivoglia designi il grado del corpo in questio- 
ne. Dicasi (u) 4 , co 2 . . . w n ) la base di k n di minimo discriminante. Indi, aggregate 
al corpo in parola le radici quadrate di due numeri P , Q fissi appartenenti ad 
esso, ma tali però che, né VP > né VPQ gli appartengano, si consideri la so- 
stituzione lineare, applicata alla variabile complessa >j : 

VQ(-C+Dv/P)>H- A-B^P 
ove A , B , C , D siano numeri interi di k n sodisfacenti all'equazioni : 
(2) A* - PB* + QC* - P Q D* = 1. 



(•) V. B i a ne h i. Sui gruppi di sostituzioni lineari con coefficienti appartenenti 
» corpi quadratici imaginarii, Mathemat. Annalen, Voi. 40. 



Digitized by 



Google 



)( 348 )( 

Cioè la sostituzione (1) sia unimodulare. Nell'ipotesi che nelle ricerche se- 
guenti supporremo sempre verificarsi, che P , Q siano numeri reali, dette rispet- 
tivamente A~ , B~ , C~ , D~ le parti reali di A , B , C , D e A~, B~~, C~~, D~~ i coef- 
ficienti delle parti imaginarie dei numeri stessi è chiaro che la (2) è equiva- 
lente al seguente sistema: 

A*-A i -P(B 5 -B^)+Q(C^-C«)--PQ(D i -D 5 ) = 1 
A A - P B F+QC" C-PQ dTd =0 

# È poi chiaro che la sostituzione (2) è perfettamente individuata dalla qua- 

•t^na di numeri A, B, C, D, talché seguendo il Fricke potremo designarla 
con (A , B , C , D). Le sostituzioni della forma (1) costituiscono un gruppo. Con- 
sideriamo infatti un' altra sostituzione della stessa forma e parimenti unimo- 
dulare : 

U ; ()J)=: ( A ' + B VP)>]+VQ"(C'+D'VP_ 



n/Q (C'+D'n/P )q + A'-B'VP 

ove siano A',B',C',D' altri quattro numeri interi di k n . La sostituzione— pro- 
dotto di U (r[) , U' (rf) sarà ancora una sostituzione della loro stessa natura. Infatti 
m primo luogo è evidente essere essa unimodulare, in secondo luogo, posto : 

VQ(-C"+D"VP)i]+A"+B"VP) 

i quattro numeri A",B",G",D" che definiscono U"()j) sono dati da: 

A" = AA' + PBB' •- QCC + PQDD' 

B" = AB' + BA' + QCD'-QDC 

C" = AC + PBD' + CA' - PDB' 

D" = AD' + BC - CB' + DA' 

sono cioè essi pare numeri interi del corpo k n . 

Il grappo costituito dalle sostituzioni della forma (1) che si ottengono fa* 
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cendo assumere a ciascuno dei numeri ' A, B ,C,D infiniti valori appartenenti 
al campo dei numeri interi del corpo, k n} tali, però che sia per ciascuna delle 
quaterne di nnmeri della forma A , B , C , D soddisfatta la (2) (ossia il sistema 

(2') ) è trasformato in sé stesso dalla riflessione T $) = . 

Detta brevemente V()j) la sostituzione: 

(CVQ + D >/Q )ij + A + B VF 



DT(>)) = 



(-A + B>/P)>} + (C VQ-D \/PQ> 



le sostituzioni della forma V(>]) che ottengansi mediante le diverse quaterne di 
numeri interi di k n che rendano sodisfatta la (2) costituiscono alla lor volta un 
gruppo che è « il gruppo delle sostituzioni U()j), ampliato mediante la rifles- 
sione T(>5) ». 

Come osservò il P r i e k é , per il caso in cui sia k n un corpo reale, anche 
anche qui si vede che se Q è il quadrato d'un numero aònartenente a k n e di 
norma =fc 1 le sostituzioni U , V sono identiche (per brevità scriveremo sovente 
U anziché U(i]) ecc. ecc.) , che allora la T è compresa nel gruppo delle sosti- 
tuzioni IT. 

2. Come fu fatto per i gruppi di sostituzioni appartenenti a corpi complessi 
di 2.o ordine dal Poincaré ( f ) e dal Bianchi, (*) ci varremo anche 
qui della seguente rappresentazione geometrica. 

« Si consideri al solito il piano-sostegno dei valori della variabile complesi 
f k , di cui diremo £ la parte reale J il coefficiente della parte imaginaria. Dicasi 
z un terzo asse ortogonale si a $ che a i : indi, posto brevemente : 

A+BVF=a, VQ"(C + DVP~) = R , VO"(~C + D>/F) = y , A-BV7= 8 

si convenga d' adottare la notazione dell 7 H e r m i t e , di rappresentare cioè la 
quantità coniugata d'una data quantità complessa col simbolo stesso, con cui 
si rappresenta questa affètta dell' indice 0. Si faccia quindi corrispondere ad 
ogni sostituzione della forma (1) una trasformazione della metà superiore dello 
spazio (quella per cui <r> 0) tale che le coordinate d' un suo punto qualsiasi' 



(*) Poincaré. Memoire sur les Groupes kleinéens. 
(*) Bianchi L e. 
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ehe diremo 5C , * siano trasformate rispettivamente nelle coordinate d* un altro 
ponto date dalle relazioni: 

„< (ossia y + ^' ^rlr^V^ 
V. 



(3) 



P n 



__ p 1 « t ,r + *.«. 8 + gP,>T + M 
"" P*T To + * Tf 5 o + «elfo 8 + 8 8 o 

p , aq t + ggp )) + Zo«oP + PP. 
P*YTo + «lf 8 o + Mo 8 + 88 o 

_ * 

~ Y»P*T + «Tf 8 o + *• To 8 + 8 5 o 

ove si ponga: 

La corrispondenza cosi stabilita fra le sostituzioni del grappo considerato e le 
accennate trasformazioni della metà superiore dello spazio è univoca. È poi 
ovvio che per i punti del piano ij , cioè per z=0, le (3) si riducono alia sola (1). 

§H. 

1. La questione fondamentale che si presenta nello studio del grappo con- 
iderato , grappo che designeremo semplicemente col simbolo r (k n : P , Q) è 
quella di stabilire se esso ammetta un campo in cui sia propriamente discon- 
tinuo e quale esso sia. Per giungere alla risoluzione di tale questione per 11 
gruppo da noi studiato è mestieri che ricordiamo alcuni risultati che furono sta- 
biliti nella teoria dei numeri. Le proposizioni di questa teoria alle quali dovremo 
ricorrere sono le seguenti : 

1.° Intesa per unità d' un dato corpo di numeri , ogni numero intero del 
corpo , la cui norma sia = + 1 , se fra i 2n corpi coniugati che ottengonsi com- 
plessivamente dal corpo di grado 2n che risulta da un corpo reale di grado n 
ampliandolo coll'aggiunta delle radici quadrate di due suoi numeri P, , Q, tali 
che né P, , né P, Q, siano quadrati di numeri che gli appartengano ve né sono 
2x reali, nel corpo in parola di grado 2n vi sono n+cc-2 unità indipendenti ». 

2.° Detto A un numero positivo d'un corpo reale di grado n tale che però 
<Jl non appartenga a questo corpo € nel corpo in parola » v' è un* infinità di 



Digitized by 



Google 



)( ssi X 

ordine fi + x — v — 1 di coppie di numeri interi che sodisfano l'equazione della 
forma di quella Pelliana: 

A* - A B* = 1 » 

ove as abbia il significato datogli nella prop. precedente per il corpo di grado 
2» che s'ottiene ampliando il corpo in parola nel modo colà indicato, v designi 
il numero delle unità indipendenti che vi sono nel corpo reale considerato ». 

8.° Fra i numeri interi d'un corpo qualunque finito di grado r ve ne è 
solo un numero finito tali che essi ed i numeri, in cui essi si cambiano allorché 
dal corpo in parola si passa a' suoi singoli coniugati abbiano il modulo inferiore 
ad una costante assegnata. 

2. Premesso questo si considerino i due corpi che s'ottengono considerando 
rispettivamente le parti reali e i coefficienti delle parti imaginarie dei numeri 
costituenti la considerata base di k n * 

Questi due corpi saranno reali, e siano jx , v (ji , v naturalmente <— n) i loro 
rispettivi gradi. Si pongano quindi le seguenti condizioni: 

a) Detti rispettivamente W^ , k\ i due corpi in parola col trasformarsi di k n 
ne* suoi singoli coningati, altrettanto avvenga di V^ , k\. Si verificherà poi in tal 
guisa il caso che a due coniugati distinti di k'^ , ad es. all'i - " ed all'i + fc - ™ 
potrà corrispondere uno stesso dei coniugati di fc' v . 

b) I numeri P , Q siano, come si stabilì reali : siano quindi numeri apparte- 
nenti al campo dei numeri interi del corpo che ha per base i numeri puramente 
reali che vi sono nella base di k n e per nessuno dei corpi coniugati di k n cor- 
rispondane numeri coniugati di P , Q che siano identici con essi. 

Indicheremo pertanto con A , B ... i numeri di k'^ con A , B ... i numeri 

di k\. Così designeremo con A la parte reale del numero A di k n7 con A il 
coefficiente della parte imaginarla del numero stesso. Stabiliremo quindi l'altra 
condiziooe seguente : 

« Il gruppo di sostituzioni, i cui coefficienti siano numeri appartenenti al 
campo dei numeri interi di W^ , ampliato mediante l'aggiunta di VP > VQ aventi 
la forma di quelle considerate dal F r i e k e (loc. cit.) e aventi il determinante 
= all'unità positiva sia propriamente discontinuo. Le condizioni necessarie e suf- 
ficienti affinchè ciò sia sono le tre seguenti, come fu dimostrato dallo stesso 
Fricke, basandosi sui citati principii della teoria dei numeri: 

1.» Tutti i corpi coniugati con k'^ siano reali : 

2.» Tutti i numeri coniugati con P, eccettuato P stesso, siano negativi. 
3> Tutti i numeri coniugati con Q siano positivi. 
Dico poi che : « Se oltre ad essere sodisfatte tutte le condizioni precedenti 
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è sodisfatta anche l'altra che i corpi coniugati di k\ che siano reali abbiano la 
proprietà seguente : Detto cioè k\ nno qualunque di questi che corrisponda, nella 
trasformazione di k n ne' suoi coniugati, ad un coniugato k' n di k^ , il numero 
di k\ che è il coefficiente della parte imaginaria d'un numero la cui parte reale 
sia un numero qualsiasi a di fc' R , abbia sempre il modulo <|&|", allora il gruppo 
r(fc w ;P,Q> è propriamente discontinuo nello spazio o nella porzione di questo, 
per la quale detto gruppo dà luogo, come avviene dei gruppi Kleiuiani e come 
si vedrà innanzi ad una divisione in poliedri. 

Infatti si considerino le v equazioni coniugate colla prima delle (2') del § 1°. 

ci) (i; - fy-p/s;-- §)• + q^-^-p^ ( p;- !§* = 1 y= v + i...n-i). 

corrispondenti ai corpi coniugati di k\ che sono reali. Si noti che colPindice j 
apposto ad un numero A tj + iA t .j di k n si intenderà il numero che gli eorri- 
sponde nell , j MUno dei corpi coniugati di k n (così , come s' è detto , potrà darsi 
che per due o più valori di j s'abbia uno stesso numero A,j ; da uno stesso 
numero A t .j ecc. ecc.). 

Indi si considerino le n— v— 1 equazioni coniugate colla prima delle (2*) del 
% lo corrispondenti ai corpi coniugati di &' v che sono imaginarii : esse avranno 
evidentemente la forma: 

u») (v- v - p i (V- ^'+Q/ (c7-c7>- Wj <P7- d7) 1 =i o'=v+i...»-d. 

Dalle premesse poste risulta evidente che i quattro numeri; 

a*,- T»j , w*j-W , &j-Wj , &j-&j 

in ciascuna delle (1) sono numeri interi, positivi e di modulo < 1 : altrettanto 
avviene dei quattro numeri 



A,- A, , B,-B, , Cj-Cj , Dj-Vj. 



Conseguenza di ciò è che, in virtù del terzo dei citati principii della teoria dei 
numeri vi sarà rispettivamente nei due corpi k r ^k\ un numero finito di cop- 
pie di numeri 

AT,A ; B", B , C , <T , D ,D, 

che abbiano il modulo inferiore ad una quantità assegnata e che rendano so- 
disfatta la prima delle (2'). In qualunque modo poi la seconda delle (2') porta 
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un'ulteriore limitazione nella scelta dei numeri da assumersi come coefficienti 
delle sostituzioni del corpo considerato. 

Ora dalle formole (3) del § 1° risalta che si potrà dire essere il gruppo 
considerato propriamente discontinuo quando si sia provato questo : « Usando 
cioè per i coefficienti delle sostituzioni di detto gruppo la notazione semplifi- 
cata introdotta, nel N.o 2 del § 1° si deve provare che, considerata una sosti- 
tuzione generica di coefficienti « , , 7 , e dette rispettivamente $' , C' , z r le 
coordinate del punto dello spazio nel quale essa trasforma un punto di coor- 
dinate £ , J , z e , fissato un numero e sodisfacente alla condizione d'essere > z, 
v' è soltanto un numero finito di quaterne di numeri interi a , fi , y , 8 del corpo 
che s'ottiene ampliando k n coll'aggiunta di <JP , VÓT che rendano soddisfatta 
la disuguaglianza: 

8 2 YTo + >!Y?o + ì1o?q8 , 5S <Y 
os8ia 

(2) **? To + (Vi + «KToIo + 8 o) < f 

per ogni valore fìsso dato rispettivamente ai numeri % , C , z , s. Infatti Tessere 
sodisfatta questa condizione significa che « Prese ad arbitrio due coppie di piani 
paralleli ai piani coordinati : £ z , 5 * > aventi per equazioni rispettivamente : 

e considerata la regione del prisma che essi racchiudono , situata nella metà 
dello spazio superiore al piano >) al di sopra del piano parallelo a questo e de- 
finito da : z = e , ove 6 sia la quantità positiva arbitraria che figura nella (2) , 
nella regione in parola non vi può essere che un numero finito di punti equi- 
valenti rispetto al gruppo considerato. Infatti dalla IV a delle formole (3) del 
§ 1° s'ottiene nell'ipotesi posta di £' < e la (2). Ora è chiaro che , sotto le con- 
dizioni poste dianzi per i corpi k n , k 1 ^ , k\ e per i numeri P , Q , fra i coeffi- 
cienti delle sostituzioni da noi considerate ve ne è solo un numero finito che 
sodisfino la (2). Infatti dicansi brevemente (fc'^ , \/P , \/Q ) , (fc' v VP , VQ ) * corpi 
che risultano da k 1 ^ , k\ rispetlivamente aggregando loro nel modo indicato 
VP , VQ • Diremo col F r i e k e : numeri coniugati entro il corpo (&'„, VP, VQ) due 
numeri della forma A + ÌTVP , A-B VP o della forma 

v'Q (A + B" VF) , VQ (A - I" >/F) 

e manterremo questa definizione per i numeri (k\ , \/p , \/Q ). In base a ciò le 
parti reali e i coefficienti di quelle imagiDarie rispettivamente delle coppie di 
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numeri a e o , fi e 7 saranno coniugate le prime nel corpo (fc^ ; V /P , ^Q ) i se- 
condi entro il corpo (fc' v ; VP , VQ ). Ora quando per costruire le sostituzioni 
del nostro gruppo si possono assumere solo in numero finito le quaterne di nu- 
meri A , B , C , D del corpo k?^ e quelle A , B , , C , D del corpo & f v tali 

che le coppie di numeri A e A, , B e B, , C qC, , D e D, abbiano contempo- 
raneamente il modulo inferiore ad una costante assegnata, avverrà che nel corpo 
(k'p , P , Q) vi sarà solo un numero finito di numeri della forma A + B y/'P ) 
VQ (C + D VP) e nel corpo (fe/' ; P , Q) vi sarà solo un numero finito di numeri 
della forma A"+ B^ *JjT , VQ (C + D VP e così pure in (k\ , P , Q) vi sarà solo 

un numero finito di numeri della forma A — B \/Q > \'Q (C — D VP , che si 
possano assumere come coefficienti delle sostituzioni del nostro gruppo e che 
abbiano il modulo inferiore ad una costante assegnata. Ciò risulta dal fatto che, 
per essere i coniugati di P negativi le loro radici quadrate sono imaginarie ed 

i moduli dei coniugati , ad es. di A — B VP sono essenzialmente positivi e per 
ridurli inferiori ad una costante assegnata conviene assumere abbastanza piccoli 
A e B ). Ne viene, come si vede sviluppando il primo membro della disugua- 
glianza (2) che v' è solo un numero finito di coppie di numeri interi ^ , o di 
(k n ; P , Q) tali che le loro parti reali e i coefficienti delle loro singole parti 
imaginarie sodisfino la (2) perchè questa é sodisfatta essendo il suo primo membro 
essenzialmente positivo, solo da numeri inferiori in modulo ad una costante as- 
segnata. Ma con y > 8 sono fissati per ogni singola sostituzione del nostro gruppo 
anche a , p come risulta dalla forma stessa delle sostituzioni studiate. Segue da 
ciò la verità del nostro asserto , talché è provata la discontinuità propria del 
gruppo T (k n ; P , Q) nello spazio od in una certa regione di questo. £ dalle con- 
dizioni poste segue anche la discontinuità propria di r(k n ; P , Q) nel piano ${. 

3. Dalle considerazioni precedenti risulta evidente che se è propriamente 
discontinuo il gruppo T(k n ; P , Q) è propriamente discontinuo, e a più forte ra- 
gione, il gruppo analogo a questo, in cui a k n si sostituisca il corpo dei numeri 
complessi coniugati ai singoli numeri di k n * Per convincersi di questo basta in- 
fatti esaminare le (1), (!'; le quali quando da A + B \/P , \/Q"(C + D VP). . . si 
passasse rispettivamente ai numeri complessi coniugati ad essi diverrebbero ri- 
spettivamente 

A/+ A/-P(B/+ IJ 1 ) + Q(CJH ty») - PQ(ÌV-h 5?) * 1 (j = 1 • • • v) 

(A/+ 1)) 1 - P (fy+ Wj) + Q ity + ^)*-PQ(5;- Dj)* * 1. 
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Detto k n l'accennato corpo di numeri considereremo quindi l'aggregato dei 
due gruppi 

r<*„ ; P , Q) , rfc • p , Q) 

il gruppo cioè che risalta dall'insieme delle sostituzioni di detti due gruppi e di 
quelle che risultano combinando fra loro le sostituzioni dei gruppi stessi. Consi- 
dereremo cioè il gruppo costituito dall'insieme delle sostituzioni delle due forme: 

U 1 (A ^ B VP jj (A + bVp )|ii+JQ1(0 + DVP)+< (g + W VF) } 

\'Q 1 (- <T+ D Vp )+ *(-?f + d VF)|ij+(a"- b vp +tj(A-f Vp) 

U'(ìj) = I (A"- 4 - b Vp )-ì (F+ F VF) i q+ Vq j (C + d VFm (F+ 5" Vp") { 
\Q j (- e +5 VF)-* (- 0"+ d vF) | r 4 +(A -FVP)- i (A - - b" Vp ) 

Così quando sia propriamente discontinuo r(fc n ;P,Q) ha tale proprietà 
anche quest'ultimo gruppo che designeremo brevemente con T(k n , k n ; P , Q) o 
per maggiore semplicità, quando ciò non possa dar luogo a equivoci, con r. 

D' ora in avanti supporremo senz'altro sodisfatte tutte le condizioni stabilite 
per la discontinuità propria del gruppo r che esamineremo. 

§. m. 

1. Preso ora in esame un gruppo della forma r studieremo, seguendo in ciò 
il P r i e k e l'ampliamento che subisce il gruppo r, quando ad esso si aggreghino 
sostituzioni più generali di quelle considerate dianzi della forma : 

T (>)) = - i- : 

Una tale sostituzione, mediante la quale si potrebbe ampliare r sarebbe quella 
il cui determinante sia un'unità del corpo k n . All'infiori di questa condizione la so- 
stituzione considerata abbia la forma generale di quelle studiate dianzi. Soltanto 
quando si presenti il caso , in cui il determinante della sostituzione in parola 
sia = ad un'unità negativa di k n , si assumano per coefficienti della sostituzione 
le quaterne di numeri della forma: 

(À + BVF -CVQ~4 b n /pq\ /cVQ>dVpq a + bVF \ 

cVq-pVpq -a + BvF / Va~bVp ~cVq+dVpq/ 
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(con A , B , C , D si potranno intendere sia numeri della forma A +iA , B +i"B . . . 
sia i loro complessi coniugati). 

Così il modulo d'una sostituzione siffatta sarebbe : 

(1) A 1 - PB* + QC S - PQD* = ± E. 

Naturalmente quest'equazione si scinde in due : una fra le parti reali, l'altra 
fra quelle imaginarie rispettivamente dei due membri. Nella (1) poi deve esser 
sempre la parte reale del primo membro positiva, in base alle condizioni poste 
sì per la (1) che per tutte le equazioni coniugate a questa : così si prenderanno 
in esame soltanto unità di k n che abbiano la parte reale positiva. Si consideri 
poi che due unità fra quelle che si presero in esame. E , E tali che il quoziente 
E E" 1 sia il quadrato d'una nuova unità del corpo considerato danno luogo ad 
una stessa sostituzione , perchè non porta differenze sostanziali il moltiplicare 
tutti i coefficienti d'una sostituzione della forma da noi considerata per un'unità 
di k n . Si consideri poi che le sostituzioni il cui determinante sia = ad un'unità 

± E di k n tale che v± E sia ancora un numero intero di k n sono le sostituzioni 
dello stesso gruppo r (k n ; P , Q). Si giunge allora ripetendo il procedimento te- 
nuto dal F r i e k e in ca<*o analogo alla conclusione seguente : 

« Il gruppo r (k n , k n : P , Q) è contenuto come sottogruppo distinto d'indice 
finito nel gruppo sostituito dall'insieme delle sostituzioni della forma stessa di 
quelle di detto gruppo, ma aventi il determinante = alle diverse unità di k n e 
delle trasformate di queste sostituzioni mediante la riflessione: 

T (n) = - — • 
>) 

2. Ora studieremo , seguendo il prof. Bianchi un altro ampliamento im- 
portante che si può far subire al nostro gruppo e che è quello, mediante sostitu- 
zioni della forma : 

U(,) » S*±A 

Pio + « 

(ove si introduca la solita notazione semplificata e si intenda per a si un numero 
della forma a, + ia t , sì un numero dell'altra forma a K - ia t e s'intenda al solito 
con Y] 4 la quantità complessa, coniugata di 7j). 

Le formole di trasformazione analoghe a quelle del Poincaré per sosti- 
tuzione di tal natura sono quelle stesse dei § 1° in cui però ai{ si sostituisce )j. 

Considerati i gruppi che ottengonsi come insieme delle sostituzioni D(q) 
che si vengono a determinare , facendo percorrere ai numeri A , B , C , D con 
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cui sono costruiti a , g , y , 8 tutti i valori compresi nel campo dei numeri interi 
di k n compatibili colla condizione : 

A» = PB' + QO*-PQD* = l 
e colle altre: 

A 2 -PB 2 + QC 2 -PQD» = 

ad un'unità di k a a parte reale positiva s'otterranno gruppi nei quali r (k n , P , Q) 
è contenuto come sottogruppo distinto d'indice finito. 

Fra queste studieremo, seguendo il prof. Bianchi, particolarmente le so- 
stituzioni di periodo 2, le quali cioè coincidono colla propria inversa L'inversa 

della sostituzione U (*;) sarebbe : 

u-i (>1) = _!ìZLti<L 

To "lo - a o 
la quale coincide colla sua inversa solo a patto che sia : 

-8 = A:a p = fc(S , ? - ky - a - tà , 
k essendo un fattore di proporzionalità. Ora per essere : 

a8-p T = « S - p y« = 1 
(o ad un 1 unità di k n ) dovrà essere k* = 1 ossia k = ± 1 da cui 

-8 = a p = p To = -Y «o = 8 
oppure : 

8 = a P = -P To=~Y «o = 8. 

Ne viene che la sostituzione U (>j) potrà avere^una di queste forme (data 
la forma delle sostituzioni che qui si considerano : 



Xf (,) = _ (A^MA))j + VQ (CfD <JPJ ^ = (A + tA)y) +tVQ(C+D n/P) 
V0(-C+D VP) >3o+ A - i A t VQ (-C + D VP ) >J + A - iA 

C P 
Vale a dire C , Q nella prima di queste sostituzioni , — , — , nella seconda do- 

'l'i' 
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vranno essere costruiti cogli elementi puramente reali della base di k n . Ci re- 
stringeremo poi, per ora alle sostituzioni della forma U(*]) di determinante zt+1. 
Perciò le riflessioni nel primo tipo, saranno tutte e sole quelle costruite con nu- 
meri A" , A^ , C* , D" tali da rendere sodisfatta la condizione: 

(2) -A» + P)+QC*--PQD* = 1, 

quelle del secondo saranno tutte e sole quelle costruite con numeri A , A tali 
che : 

(8) A*+ A* - Q C 1 - PQ D* = l. 

Per le sostituzioni del primo tipo si ottengono facilmente con un calcolo 
materiale, mediante le forinole del Poincaré, le formole seguenti : 

v- _ _ r _ — = 

VQ(-C +D VP) 
A 



l- 



Q(-C + D VP)* 



VQ(-C+D VP) 



(% 1 __Y + 0- -^ _ A _ =. Y + «* 

\ VQ (- C + D VP)/ \ vq(-c+dVp)/ 



A 



u\ — 5 — = — = _ _. 

j,____a___ VQ(-c + DVP 



vq(-o+dvp)y i \y i \ 

\ VQ (-?+ D VP )/ \ + C ~ VQ(- e + d VP )/ + *" 



t? = 



Q(C + PVF)» / A \\( { A y 

\ "tfQ(-0+D n/P)/ \ "VQ(-"C + DVP)/ +Z " 

Queste formole rappresentano manifestamente un' inversione per raggi vettori 
reciproci rispetto alla sfera: 



(5) 



\ VQ(-c + dVP)/ + V VQ(-c + d VP)/ + * Q(-c+dVp; 
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Le sostituzioni Viri) del secondo tipo danno luogo, in base sempre alle for- 
inole del Poincaré, forinole seguenti : 



A 

~ VQ(-cVd~VF)~ 
5-^ T 



VQ (-C + D VP) 



Q(-C + D VP) 



V VQ (-C + VP) / \ VQ (-C + D VP)/ 



(6) 5' + 



v'Q(-o + dVF) 

A 



? + -^ 



\'Q (-C + D VP ) 



V VQ(-o + dVP)/ \ VQ(-c+B^F)/ 

V VQ(~C + DVP)/ \ VQ (-C + D VP)/ 

Queste formolo rappresentano un'inversione per raggi vettori reciproci ri- 
spetto alia sfera: 

(7} \ ~VQ(-C + D VP)/ V + VQ(-C + D VP)/ ** = Q(.C"iD VF)* 

Facendo percorrere ai numeri A , A , C , D tutti i sistemi di valori tali che 
siano sodisfatte rispettivamente le equazioni (2) , (3) s' ottengono tutte le sfere 
definite rispettivamente dalle equazioni (5) , {!) relative alle sostituzioni della 

forma D (ri) del gruppo V ampliato nel modo indicato. 

Queste sfere si diranno, adottando la definizione del prof. Bianchi; Sfere 
di riflessione relative al gruppo r ampliato mediante le accennate sostituzioni 
(riflessioni) della forma (5) , (7). 



Digitized by 



Google 



)( 360 )( 

3.° Premesso questo , passiamo a studiare i periodi delle sostituzioni del 
gruppo r e più specialmente di quelle che, in base alla nota classificazione delle 
sostituzioni della forma studiata sono da dirsi ellittiche. Trattandosi di gruppo 
discontinuo il periodo di dette sostituzioni è finito. Il moltiplicatore d'una sosti- 
tuzione ellittica, che serve a definire il suo periodo, è per una sostituzione della 
forma U{>)) (§ 1°) dato da: 



14A-n/4A*-4 |» 



e per sostituzioni d'un gruppo propriamente discontinuo è = ad una radice m* 81 ™* 
dell'unità (m numero finito). Quando s'eseguisca una sostituzione ellittica (v.Poin- 
caré e Bianchi loc. cit.) rimangono nella trasformazione dello spazio a cui 
essa dà luogo, fissi tutti i punti d'un circolo ortogonale al piano g(. Ora una 
sostituzione ellittica si ha quando la parte reale di A < 1. Segue da ciò, in virtù 
di quanto si disse a § 2° sulla natura dei numeri corrispondenti a A nei singoli 
coniugati di k'^ che la norma della parte reale di A, la quale come si sa è un 
numero razionale, deve essere in valore assoluto < 1 : essa deve dunque essere 
identicamente nulla, Cioè deve essere A e per conseguenza (in causa della na- 
tura di k n ) anche A = ossia A = 0. Ne viene che k non può avere che il va- 
lore — 1 , ossia : 
. « Nel gruppo r esistono solo sostituzioni ellittiche di periodo 2. 

La forma d'una sostituzione parabolica di r che abbia per punto doppio un 

punto >j = — si determina facilmente (v. Bianchi loc. cit.) purché il coeffi- 
ciente che si designa con B , nel coefficiente di Y] al numeratore , sia tale che 

B — sia ancora un numero intero di k n . 
b 

Deve poi in una tale sostituzione essere B = C , ove con - C si designi il 
secondo coefficiente, mentre il coefficiente di /) al denominatore deve essere sem- 
plicemente B. 

4. Ora determiniamo gli angoli sotto cui s'intersecano le sfere di riflessione 
considerate. Fisseremo, seguendo il Bianchi di considerare per angolo di due 
sfere quello formato nella regione interna ad entrambe. Così detta d la distanza 
dei centri, r , r f i rispettivi raggi , A l'angolo cercato, si avrà : 

d* = r % + r 12 + 2 rr' cos A. 

E le due sfere si segano o si toccano rispettivamente a seconda che la so- 
stituzione ottenuta combinando le due riflessioni relative ad essa è ellittica o 
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parabolica. Per la proprietà vista delle sostituzioni ellittiche di r di poter essere 
solo a periodo 2, le sfere di riflessione, quando si tagliano, si potranno tagliare 
soltanto ad angolo retto. 

Ciò posto, è facile indicare come si determini il poliedro generatore di r. 
Si considera infatti una regione R dello spazio limitata da sfere di riflessione e 
tale che nel suo interno non penetri alcun' al tra sfera di riflessione. E si cominci 
dal considerare una fra le dette regioni dello spazio, nel cui interno trovisi l'ori- 
gine del sistema d'assi g , f«. 

Gli angoli diedri di questa regione, come si vede, hanno per misura un an- 
golo retto, onde con successive riflessioni sulle sue facce operate su R, si ven- 
gono a ottenere le altre regioni della rete di poliedri, (i quali per la disconti- 
nuità del gruppo saranno tali che non avverrà mai che due di essi abbiano una 
porzione comune), coi quali fu suddivisa la metà dello spazio relativa a z > 0. A 
questa divisione dello spazio diede luogo appunto un sottogruppo del gruppo otte- 
nuto da r ampliando nel modo indicato, sottogruppo che ha per poliedro generatore 
R. È poi evidente che questo sottogruppo è sottogruppo distinto d'indice finito del 
gruppo in cui è contenuto perchè ogni sostituzione di detto gruppo ampliato 
trasforma in sé stessa l'accennata rete di poliedri. Il numero delle facce di R 
sarà naturalmente limitato e così pure quello de' suoi spigoli e de' suoi vertici. 
Quindi sarà limitato il numero delle sostituzioni del gruppo ottenuto con ampla- 
mento di r, gruppo che diremo brevemente r, le quali trasformazioni sé stessa 
l'accennata rete di poliedri. Detto m l'indice che ha il gruppo di poliedro fon- 
damentale R rispetto a r il poligono fondamentale di r si otterrà suddividendo 
R in regioni equivalenti rispetto a sostituzioni del gruppo stesso : una di queste 
sarà il poliedro fondamentale cercato. 



Note : 1° Le considerazioni precedenti non si presenterebbero essenzialmente 
diverse qualora si considerasse il gruppo ottenuto da V mediante ampliamento 
colle accennate sostituzioni a determinante = ad un'unità (a parte reale positiva) 
del corpo k n . 

11°. Nella nuova opera di Klein e Fricke: Vorlesungen tiber die Theo- 
rie der automorphen Functionen sono studiati gruppi poliedrali d' altra natura 
a coefficienti appartenenti a corpi di numeri di grado qualunque (superiore a 2), 
gruppi che possono dar luogo ad altre ricerche. 
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SUL CALCOLO DI QUALCHE DETERMINANTE NUMERICO 



NOTA 



DSL 



Prof. TITO CAZZANIGA a Gottingen. 



1. Il Sig. M an gè o t in una sua Nota recente (•) ci dà i due seguenti svi- 
luppi : 



(1) 



(2) 



1 



-±+2 



E a n X n a o « 

ttwmQ 



n ! a 



n*-l n 



G„(«r) 



.11 a n aT = ^ + V S~±L. JL Hn (« r ) 

A/ n«o ^" « 

V « n\2 n a »+ì 



dove G n (a r ) e H M (a r ) hanno le seguenti espressioni : 

2a, la 

4a t 3a« 2tt 



(10 G tt (a r ) = 



6a 8 



5a. 



4a. 



. . . 
. . . 
• . . 



(2*1-2)^., (2a-3)a w _, (27i-4)a n _ 8 . . . (n-l)a 
na„ (w-l)a w -i fa- 2 )*»-* • • • la i ' 



(') Sur une méthode de developpement. An, Ècole N, 1897 pag. 247. 
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H n (« r ) = 



ia, 
2a t 
3a, 
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2a 

3a t ia 



4a, 



5a, 





0. 





(n-l)a n _ 4 na n _ t («+l)o„-i • • • (2n-l)a 

««» (»-lK-i> («-2)o„-i . . . l-o, I 



Questi sviluppi servono a calcolare assai semplicemente alcuni determinanti 
numerici. Mi limito in quanto segue ad accennare qualche facile esempio. 

2. Poniamo in particolare 

£<*„««» = e* ; «» = £,._ . 
I due sviluppi (1) , (2) diventano : 

i -,-*-!, y ( " 1)a} " 



V 



o 



= e 1 = 1 + 



S a?" 
. nl2 u 



per cui identificando con (1) e (2) si ottengono i due notevoli risultati 



»+i 



I due determinanti calcolati sono analoghi ai determinanti di fattoriali con- 
siderati dal Prof, d' v i d i o. 

3. Analogamente è possibile di porre sotto forma di determinante i numeri 
di Eulero e di Bernoulli: 
a) Ricordiamo la formola : 



cosa? ^ lm 2ml 
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e identifichiamo con la (1). Risulta 


» 


G»m+« («r) = 


&lm ' a r) = E 2w 


dove: 




"uti = 


«•■-'-^ih 



per la nota espressione del coseno. Risulta per questo verso il numero E, w 
uguale ad un determinante d'ordine^m nel quale però "si possono sopprimere 
le linee di ordine dispari e le colonne di ordine pari , purché si raccolga un 
fattore opportuno. 

Per tal modo si è ricondotti alla nota forma di G 1 a i s h e r : 



E lm = 2m ! 



1 

TT 

4~i 

6~! 



1_ 
2! 

6! 



2! 



. . 



. . 



2m ! 2m - 2 ! 2m - 4 ! 



2! 



b) Analogamente indicando con S l'espressione : 

1 



S = 



xer 



(- l) n x n ~* 



n\ 



e definendo S mediante la formola (1), e nell'ordinario modo mediante i numeri 
bernouilliani, si ottiene l'identità: 



donde : 



Gt„*i K) = 



B„. = G tJ , (a,) <-!)»-• 
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(- D ,+i 


a r 


r+ 1! 



Procedendo come per i numeri di Eulero è facile ridurre B, n , ora espresso 
per un determinante d'ordine 2 n , in un'altro , di cui la forma finale è ancora 
quella di Glaisher: 



1 
2! 



B 2n = 



1 
3! 

1 
4! 



1_ 
2! 

1 
3! 



T" 



2m +• 1 ! 2m ! 2m — 1 



2m! 



3. Altri determinanti numerici, di cui si può stabilire il valore in modo 
semplice, e che sono molto interessanti per la loro forma, si otterrebbero dalle 
identità : 



sen 



cos- 



ce lì 



-F 



— cosx 



X 



cosx 



2 



quando i primi membri si sviluppino colla forinola ordinaria, ed ai secondi si 
applichi lo sviluppo (2). A questi e a tutti gli altri che parimenti si possono 
ottenere, a noi basta di accennare. 

4. Notiamo da ultimo un metodo che deriva direttamente dalla (1), (2) per 
calcolare speciali determinanti di determinanti numerici, o costruire identità. 
Poniamo per brevità : 



(3) 

(4) 



&- = 



(-l)"G n (a r ) 



u!2*a„ n -* 



(n = 1 , 2 . . . » ) 
(» = 1 , 2 . . . co ) ; 
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allora le forinole (1) (2) diventano : 

(!') (Sa n ac»)" , = ^- + 2 6 n a)- 

\q / a i 



(2") (^a n ^y=^a + \K^ 

Da qui si ha identicamente: 
(5) (l + 2 6 n a? w ) f = £a n a?* 

(6; ( V^ = 2 &'„ #»)* = E a n X n 

e la prima ci dà subito la forinola: 

<-irG n (ò r j 

od anche 






(a) G \tl)^J^{^, 1)nnl J^ 



dove G r (a t ) indica il determinante (1) preso di ordine v, e la quantità fra pa- 
rentesi j - j rappresenta le quantità da sostituirsi agli elementi q r nel determi- 
nante G n (a r ), affinchè l'identità sia soddisfatta. Il che vuol dire che la formola 
a) esprime il valore di un determinante numerico , se nelle | — j noi poniamo 
il valore di b n già calcolato oppure un determinante di determinanti se per b n 
poniamo l'espressione fornita dalla (3). 

Cosi nella (6) sviluppando il quadrato e paragonando i coeff. si ha : 

j fa V n + &'t *'»+! + • • • + &'»-! fr'f + *'n ^ \ = "n 

e sostituendo alle V r a riducendo si ha l'identità fra determinanti : 



♦-^èfVife!-^) 
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o più semplicemente 



(&) 



ni £™ r !n-f I 



E questa si può cousiderare come una forinola ricorrente tra i determinanti 
della forma H n (a ) ; e cosi come la formola (a) è identica per qualunque valore 
seelto ad arbitrio dei numeri : 



a a, a t 



, . . . , «* n . 



5. A titolo di verifica applichiamo le formolo (a) , (b) al caso del n. 2. Ivi 
abbiamo ottenuto 

Sostituendo ora in (a) e (b) tenuto conto che 

si ottiene dopo lieve riduzione : 



(«') G ( L 7f )-(-!)" 



ra- 



nella seconda delle quali si è tenuto calcolo che 

(») = ! e (") = -^~ 

\n/ \r/ ri n — ^ 

I risultati ottenuti essendo noti verificano interamente le formole trovate. 
Gottinga 14 Marzo 1898. 
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LINEE CONTENUTE NELLE RIGATE DI ORDINE » 

IMMERSE NELLO SPAZIO DI » + 1 DIMENSIONI 
NOTA 

DI 

FRANCESCO PALATINI. 



È noto che, escludendo i coni, vi sono — — - od - (secondo che n è impari 

o pari) gruppi di rigate d'ordine n (necessariamente razionali) immerse nello 
spazio lineare ad n+1 dimensioni. Appartengono ad un medesimo gruppo quelle 
che hanno la direttrice minima di egual ordine, e queste sono projettivamente 
identiche fra loro. Chiamando 7 m la direttrice minima di una delle nostre rigate 

(Ti— "1 fi \ 

dev'essere o<m<— — per n dispari e o<m<~ per n pari], le curve irri- 
ducibili di ordine n-k (o<k<m) che questa contiene, tutte curve normali, formano 
un sistema lineare di grado n~2k, dimensione n— 2fc+l, e due curve di due di 
questi sistemi degli ordini n— V , n— k" si tagliano in n— fc'— k" punti (*;. 

Mi propongo in questa breve Nota di stabilire tutti i sistemi di curve di F t n 
d'ordine maggiore di n. Le considerazioni che vengono svolte nel seguito sono 
applicabili anche ai coni. 

1. Sia q un numero positivo intero tale che la somma w+l+g sia divisibile 
per g. Allora se è 

9 



(') S e g r e : Sulle rigate razionali in uno spazio lineare qualunque. Atti Acc. 
Torino 1884. 

Del Pezzo: Sitile superficie di ordine n immerse ntfìo spazio d i n + l di" 
mensioni. Eend. Acc. Napoli 1885. 
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k generatrici di F 2 W sono situate in uno spazio lineare aUf» dimensioni (*) , 
posto che questo numero sia minore di n+1. Ora se una curva, della nostra su- 
perficie, di ordine n + q — e (0 < e < g — 1 ) taglia ogni generatrice in g punti , 
quel S* +TO ha con questa curva n + 1 + q>n + q — s punti in comune, perciò la 
contiene, il che è assurdo perchè un S n passante per esso taglierebbe F 2 W in 
una linea di ordine maggiore di n. 

Però , affinchè ciò avvenga , dev'essere , come si è ora notato , 

r wi < n + 1 , ossia m < — — — — — , 

9 9 

il che dice che curve d'ordine n + t (t = g — e) seganti ogni generatrice in g punti 
non possono aversi se è possibile trovare un intero positivo q>t f tale che es- 
sendo n + 1 + q multiplo di g si abbia m < — . Ma se questa è 

9 
soddisfatta per un certo valore di q , lo è anche per ogni altro minore di esso, 

e quindi anche per il più piccolo valore maggiore o uguale a t, tale che ag- 
giunto a n -f 1 dia una somma divisibile per g, valore che sarà dunque della 
forma t + >j (dove ri avrà un certo valore compreso fra e g — 1). Possiamo 
perciò concludere che : Se q è un intero positivo tale che n + 1 + q sia divisibile 
per g, condizione necessaria affinchè sulla F a n esista una curva di ordine 

n -M = n + (q ->!) (0< >) < g - 1) 

segante ogni generatrice in g punti, è che sia 

(1) m> (g-D(n-H)^q > 

w g 

2. Questa con la (a) ci dà 

?H±t«_ !> <*-»>(»+*)-« , cioè (P)?> (qi>2ì + ,,_,). 

9 9 A 

r /„ v . • u • . (9 ~ *) ( n + *) - 9. n 
La (1) poi esige che per n pan sia — — - — * < -- 

g 2 

(0 - 1) fa + 1) - 2 n - 1 

e per w impari — — - < — ; — , 

9 £ 



( ! ) Segrel, e. n° 9. 

VOL. XXXVI. 47 
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le quali danno rispettivamente 

^ (g - 2) n , . (a — 2) (n + 1) 
g> 2 -Kg-l) M> — ^ ^ + 07-1), 

delle quali la prima è contenuta nella ((3), mentre la seconda contiene la (£). 
Dunque: Affinchè sulla F 2 n esistano curve di ordine ni t = n-h(q— »])(0<ij<g— 1) , 
dove q Zia il significato attribuitogli nel precedente teorema, seganti ogni genera- 
trice in g punti, è condizione necessaria che abbia luogo la 

(2) q >^ + (g-l) ola (2') q> (g - 2 I, (n + 1) + ( g --l) 

secondo che n è pari o impari. 

3. Se poi è k = — - < m -M , allora k generatrici sono indipendenti e 

perciò individuano uno spazio lineare di dimensione 2fc— 1, il qual numero è in 
generale minore di w+1. Difatti essendo &<7Jitl è ft) 2A:— l<2m hi , e dovendo 

Ti — 1 

essere per n dispari wi< ■■ e perciò 2mfl<n, così da questa e dalla (y) si 

n 
deduce 2k-\<n\ se poi n è pari, dovendo essere m<^> da questa e dalla (7) 

n 
si ricava 27c— l<n-f-l, dove il segno eguale ha luogo soltanto per w=-. Dun- 

n 
que ad eccezione del caso m=- , per n pari, è sempre, neir ipotesi fatta, 

2k-l<n+l, per cui 1' S M-I sopra nominato contiene la C** 1 , ciò che è assurdo. 

Ne segue che: Eccettuato il caso in cui, essendo n pari, si abbia m=-, condì- 

zione necessaria affinchè sulla F t n esistano curve di ordine n-f(q— ijX0<J5<g— 1) 

seganti ogni gener 
il solito significato, 
D'ora in poi g 
qual caso parleremo a parte 



seganti ogni generatrice in g punti è che si abbia (3) > m+1 , dove q ha 

D'ora in poi supporremo in generale che per n pari non sia m = ^ , del 



(a— 2ìft 
4. Posto, tenendo conto delle (2), (2'), rispettivamente g = ■ t +(g— 1)+* 

(jr— 2)(n+l) 
© 2 = 2 +<0-l)+*(*>O) f e sostituite queste espressioni nella (1), si ot- 
tiene, secondo che n è pari impari 
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le quali per essere stato scelto q in modo che sia divisibile per g il numeratore 
della (a) e quindi anche quello della (1), esigono che sia rispettivamente * ed 
a — 1 multiplo di g, e queste relazioni esprimono condizioni necessarie, rispetti- 
vamente per n pari ed n impari, per l'esistenza sulla F 2 n di curve seganti ogni 
generatrice in g punti e dei rispettivi ordini 

(posto t = x + 8 , g - 1 > x > 0), e n + (q - >j) + 8 = ^^ ' + (£-2)+*-ij = 
= -^ + a: + (* - 1) = ^r — - + *' (posto «' = #+•- 1). Se ora si osserva 

8 S— 1 

che i numeri interi — ed sono rispettivamente il massimo numero di volte 

y y 

che g è contenuto in t e in t\ possiamo concludere : Se vi sono sulla F 2 n curve 

gn 
seganti ogni generatrice in g punti, esse devono essere di ordine ^- + 1 (t > 0) o 

— - + t' (t' > 0), secondo che n è pari o impari, ed il tipo di F 2 n non può 



essere inferiore rispettivamente a --a od — a', essendo a ed a' rispetti- 



n , n — 1 

Y 

t t' 
vamente il massimo intero contenuto in -e — . 

g g 
Così per g = 1 non è contradditorio con le conclusioni trovate che vi siano 

curve di ordine maggiore di n— 1 sopra superficie di qualunque tipo, compresi 

i coni , per g— 2 deve essere l'ordine maggiore di n, e se questo ordine è n + 1 

la F 2 * non può essere che del tipo più elevato, se l'ordine è n* 2 la F 2 n può 

essere dell'uno o dell'altro dei due tipi più elevati per n pari e soltanto del tipo 

più elevato per n impari ecc. 

5. Dalla (1) si ricava la (5) n +• q>g(/i — m) + (g - 1), che è un'altra forma 
di quella condizione necessaria per l'esistenza sulla F 2 n di curve taglianti ogni 
generatrice in g punti, e dell'ordine n+q — >j (0<>j<<7 — 1). Le curve del mi- 
nimo ordine che potranno aversi quando sia soddisfatta l'anzidetta condizione 
saranno dell'ordine n-\ q - (g-\)\ ma dalla (5) si ricava ntq - (g— l)>g(n—m) , 
cioè non minore di g(n-m) potrà esser l'ordine di curve seganti ogni genera- 
trice in g punti. Dunque: In una F 2 n jt tipo m non possono trovarsi curve se- 
ganti ogni generatrice in g punti, di ordine inferiore a g(n-m). 

6. Ora vedremo che le condizioni necessarie espresse dai teoremi dei n. 1 pre- 

n 
cedenti sono anche sufficienti, continuando nell'ipotesi di m diverso da — nel 

ù 
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caso di n pari. Ciò risulta subito dal fatto che sulla F 2 W il sistema completo 
(o normale) multiplo secondo g del sistema C n ~ m ed i sistemi completi che si 
ottengono sommando questo sistema multiplo col fascio (nel nostro caso razio- 
nale) costituito dalle generatrici, ed il sistema così ottenuto ancora col fascio 
delle generatrici ecc. (*) soddisfano tutti alle accennate condizioni. Difatti uno di 
tali sistemi sarà di ordine g(n-m)+u (w>0), perciò soddisfa alla condizione data 
dall'ultimo teorema. Di più per n pari si ha 

g(n-m)4-u=?£+ [fl(y -»)+«*] , 

t 7b \ 71 

e^i è contenuto in #(-- — wijfw, che è il t del teorema del numero 4,~-m+w 

volte (a? > 0), e allora si ha — — a = m — a;,e perchè l'ordine supera — ed il tipo 

2 à 

n 
m non è inferiore di m-x } cioè di — a, ecco che restano soddisfatte anche 

2 

le condizioni espresse dal teorema del n° 4. Altrettanto dicasi per n dispari. 

Una C n+i taglia in n + t punti ogni C w , quindi anche una composta di m 

generatrici e di una C n ~ m t e di questi cadendone mg nelle m generatrici, se la 

C n+ * taglia ogni generatrice in g punti , ne cadranno n + t — mg in C""" 1 . Cosi 

adunque una qualsiasi curva di ordine g{n— m)+u segante ogni generatrice in 

g punti sarà tagliata da ogni C n ~ m in g(n-2m)+u punti. Perciò chiamando con 

®g-*}y g -9 rispettivamente il grado e il genere del sistema [C {0 ~ e H nm ~ m )] multiplo 

di [C n ' m \ secondo il numero g - e (e>0), avremo (*) 

Vg = °°g-\ + ( w - 2m ) + % - !)(^ - 2w ) Vg = y g -i + (? - 1)C» - 2ro) - 1 

<fy-i = «V-i + ( n ~ 2m ) + 2 ^ "" 2 X W " 2m ) V*-i = Vg-t + (9- 2 )(* - 2m) - 1 



a, =X t H- (ti - 2m) + 2(w - 2m) y 2 = y f + (n - 2m) - 1 

a?j = ti — 2m y f = 0. 



• 



( f ) Enriques: Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche , 
n° 10. Mem. della Società italiana delle scienze, 1896. 

(*) Enriques: 1. e. n. 10 e 16. V. anche Castelnuovo e Enriques: 
Sur quelques récents résultats dans la théorie des surfaces algébriques , § 9. Math. 
Ann. Bd. 48. 
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Dallo prime e dalle seconde di queste eguaglianze ricaviamo , sommando 
membro a membro : 

(6) (V g = g*(n-2m) , (7). y g = fcl^ ( n - 2m) - (</- 1). 

Chiamando poi con x u . h , y u ^ h (h>0) rispettivamente il grado e il genere 
di uno dei nostri sistemi [ c g ^ n ' m ^ u ' h ] , si ha : 

®u =»„-! + 2# y u ^Vu-i + g-1 

»«-i = aV-t + *9 y w -i = y u - t + p - 1 



Cd = <fy + 2g y, =y g + £-1 

<r„ =flr*(n-2m) y, = ( JLZÌ^ ( n - 2m) - & - 1) 

dalle quali si ricava 

(6') x u = g*(n- 2m) + 2^u , (70 y u = ( ^~^(n-2m) + (w-l)^-l). 

Siccome poi la serie caratteristica di ogni sistema lineare normale almeno 00* 
(quale é certo il nostro) di una superficie razionale è complela ('; e nel nostro 
caso, essendo x u > 2y u — 2 , non è speciale (*), così indicando con r u la dimen- 
sione del nostro sistema, sarà ( 3 ): 

(8) r u = w u -y u + l = ^-t^(n-2m) + {ghl)(u+l)-l. 

Con ragionamento analogo a quello fatto poco sopra si prova che una curva 
di uno dei nostri sistemi [C g l n ~ m > +U ] ed una di un [ 0*'<»-*>+«' ] si tagliano in 

(9) gg 1 (n - 2ro) + gu' + g'u punti. 



(*) Castelnuovo: Sulle superficie di genere zero, pg. 7. Mem. della Soc. 
it. delle Se. 1896. 

(*) S e g r e : Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente 
infinito, n° 74. Ann. di Mat. 1894. 

( 3 ) Castelnuovo 1. e. pg. 8. 
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ritto »1 * * **\' ,,, BSftrfi 9± 



n pari l'ordine di un sistema di curve se- 



A t,l>i*ino v> ato . de r'essere ^- + v iv > 0) , quindi per uno dei 

. gai generstrìcc in 9 P 
**"" * essere %+* = 9(n-m) + u , donde 2» = g(n-2m) + 2u. 

. f &(»-">+''] dorrA 2 

pò** 1 ' ,. de bite sostituzioni nelle (6') , (7') , (8) , (9) , che il nostro 

si «or* >»<»*> mt ° 

c gi»-<*)+ u ], ossia [C* ] è di grado 2gv, genere (g-l)(v-l), d%- 
sisW l gn + v £n± v > 

/ff + l)(v + l)-l> e che le intersezioni di due C 1 , C l sono 

meni* * 1 j. y g, + y fg t Analogamente per n dispari si ha che il nostro sistema 
in numer ~ g jn+j) + v g(g + l) 

#{»-*)**]> cioè t° 2 ] ^ di grado 2gv + g 2 , genere (g-l)(v-l) + — - — ' 

^ <*+!)(▼ + l)* 5 ^^ 



tr(cr -f 1) 

. menS ione (g+ *)( v + 1) + ^-^ó * ì e che il numero delle intersezioni di 



una 



C 2 con una C 2 è dato da vg' + v'g + ggf. 



7. Sia C una curva d'un sistema [C] irriducibile di ordine g(n - m) 4- u di- 
verso dal considerato [C p(n ~ m > +tt ], le curve del quale [C] taglino ogni genera- 
trice in g punti. La C tagliando, come abbiamo visto nel n. precedente, ogni 
C*~ m in g(n — 2m) + u punti, ed ogni generatrice in g punti, segherà ogni 

C n-m + (yi-m + . . . + Qn-m + ^i + C| i + . . . + QJ § 

che appartiene a [C g l n ~ m )+ U ] , e quindi ogni curva di questo, in g\n-2m) + 2<^ 
punti, numero eguale al grado di quest'ultimo sistema. Ora ricorrendo ad una 
rappresentazione piana della F 2 n (*), avremo che due curve del sistema [C] che 
corrisponde a [C g ( n ~ m ) +U ] ed una di [C] che corrisponde a [C] individuano una 
rete di grado g\n — 2w) + 2gu, la quale è contenuta in un determinato sistema 
lineare irreducibile normale dello stesso grado (*) che diremo [C,|. Ora avendo 
[C|] almeno un fascio comune con [C] (quello determinato dalle due curve scelte 
in questo), i due sistemi, essendo completi dello stesso grado e dello stesso or- 
dine, devono perciò dire , e perciò in [ C ] vi sarà la curva che corrisponde a 
quella scelta in [ C ] , il che porta a concludere che le curve di [ C ] sono in 
[CPt»-*)+«] 9 Possiamo perciò dire : Il sistema [C g{n ' m ^ u ] considerato nel numero 
precedente è il solo sistema di curve di F 2 * di ordine g(n — m) + u seganti ogni 
generatrice in g punti. 



(*) S e g r e : Sulle rigate razionali ecc. cap. V e VI. 

(*) Enriques: Introduzione alla geometria eoe* pg. 22. 
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8. Concluderemo osservando che assegnato un intero positivo k qualsiasi, 
abbiamo che le soluzioni intere dell'equazione g(n-m)+u=k sono 0=O,u=fc-(n- m)0, 
dove 6 è un intero qualsiasi , e quelle positive diverse da zero si hanno per 

< < — - . 

Dunque : In una F 2 n si hanno tanti sistemi distinti di dato ordine k quante 

k 
sono le unità del massimo intero contenuto in 



n — m 



n 
9. Quando per n pari è m= -, allora il sistema [C g ( n ~ m) ] n^n è irredhci- 

n 

bile ( f ), ma ogni sua curva è composta di g curve del fascio [C 2 ], invece sono 
irriducibili i sistemi [C fl(n ~ wl > +14 ]. Quanto al resto valgono le conclusioni già trovate. 



Sondrio, novembre 1898. 



(*) Enriques: Introduzione pg. 23. 
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SUR UN MODE DE COMPOSITION 

DES DÉTEBMINANTS ET DES FORMES BILINÉAIRES 

PBK 

CYP. STÉPHANOS 

prof, ordinario nelV Università di Atene 



Étant données deux formes bilinóaires 

A = £ a,q X{ Uj , (t , j = 1 , 2 , • • • , m) 

on petit en déduire une nouvelle forme bilinéaire 

2 ay b hl x ik u Jt 

(i ,y = 1 , 2 , . . • m ; fe,J = l,2,...w) 

en rempla§ant, dans le produit algébrique 

2 a y a?< ti, I b kl y k v t , 

des deux formes, les expressions x { y H , uj v x par les variables x ih , %. 

Cette nouvelle forme bilinéaire £ a^ b kl x ih uj t peut ètre considérée comme 
une sorte de produit des deux formes A et B et représentée symboliquement 
par A*B. 
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Si Ton considére, en particulier, les formes 



E = Zx i u i 
V = Zy k v k 



, (i=l,2,...«) 
, (k = 1 , 2 , . . . n ) 



on aura : 



E«F = Ix tt « fk , (i = l,2,...m ; fc = l,2,...n). 

A cette composition des formes bilinéaires correspond une sorte de compo- 
sition de leurs déterminants, par laquelle en partant dcs déterminants 



|A| = S ± a fl a n . . . a mm , 
|B| = Z±5 fl ft lt ...b nn 
od est conduit an nouveau determinante à mn lignee, 

a \\ &ii 9 a n &u 7 • • • > a \\ *> ìn t a %1 b ti , . . . , a ìm b ìn 

a \\ b U 9 a \\ \+ 9 • • • i a i\ *>ìn 9 «it &» 9 • • • 9 a tm b tn 



|A-B| = 




a i»l b n% 9 «mi Kt 9 • • • i <*m\ Kn 9 «mi Ki • • • a «m 6 i 



Ces opérations entre formes bilinéaires ou bien entre déterminants jouissent 
des deux propriétés remarquables suivantes : 

I. Si Von désigne par \k t , \L t , . . . , |i m et v, , v t , . • • , v„ fc# racines des 
équations caractéristiques 



|A - XE| - 



a,, - X f a,, 



1 "u 



a» - a 



!••.•! «im 



> W 1,W 



*»• 



> fl mt > • • • t «„im "" A 
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|B - XP| = 
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&u - * > &I2 y • • • ; &«» 

& ti » &il * * > • • • > &t* 



& ni » &w 



) &nn~* 



= 



des deux formes A e* B, Véquation caractéristique 



|A-B -XE-P| = 



a U 6 I1 ~* > a i4 6 41 i • • • > a im *>«» 

«n &*i » a \\ &« - * » • • • > a m b t» 

a m\ Kk } a mì Kl » • • • > <*mm b nn ~ * 



= 0, 



de la forme A • B aura pour racines les mn produits j* i v à . 

Corame corollaire de cette proposition on a le fait exprimé par la formule 



|A.B| = |A|-|Br. 



II. Si Voti représente par 



A = I *q w 4 uj , (i , j = 1 , 2 , . . . m) 



et 



B = l hi Vh v i • 



(*,J = l,2,...n) 



tea deux formes 

, ^ , x t , . . . , <r m 



W l > <?•• > # 



• • i &r 



i > H-H » «*i« J • • • f w lm 



w * ) fl il > ^11 ? • • • ì <**m 






•> b lm 



w m » «mi. > a ml ) • • • > «min \ ' v m > b <nì > b mt f • ) & w 
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adjointes des formes A et B, la forme AB 







u *\ ) a l1 *H > a \\ "il i • • • ì a tm ®\n 



u mn 7 a m\ &nl 9 a m\ &nl > • • • » a «w &n 



adjointe du produit A*B de* deuas forme A et B ; aera ^aZ6 aw produit 

A •B~=Iatfp w a>tt% 
(t ,j = 1 ,2 , . . . , w ; &,Z=l,...,n) 

de* de^a? formes X e£~B, multiplié par |A| n ~ f |B| W "*. 

Cette proposition peut ètre énoncée de plusieurs autres manières, entre les 
quelles nous nous bomons à indiquer la suivante : 

Dans le déterminant |A-B| 7e mineur d y ordre mn-1 correspondant à Véìé- 
ment a^ h kl est égal au produit a { j $ kl iAp" 1 |B| W "' , a^ et $ kl étant les mineurs 
d'ordre m - 1 et n - 1 des déterminants |A| et |B| correspondant aux elementi 
a^ e* b w . 



Athènes le 26 Aoùt L. 4 , 1DA _ 
} 7 Septembre 1898. 



P. 8. Dans le premier fascicolo para de V Encyclop&die der Mathematischen 
Wissenschaften (Leipzig, Teubner, 1898), je trouve (p. 40), dans Tarticle sur l'Ana- 
lyse combinatoire dù à M. Netto, que Kronecker avait déjà considerò le mode 
de composition des déterminants dont il s'agit dans la présente Note. M. Netto 
sjgnale aussi la relation |A«B| = |A| m |B| n et renvoie à certains travaux de MM. 
H e n 8 e 1 , Netto, Igei et Escherich, dont nous n'avons pas encore pu 
prendre connaissance. 

Athènes le 6/17 Janvier 1899. 
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